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Ãëàâà 1

Êàðàöåéøûÿ øëÿõi

Äàäçåí àðûåíòàâàíû ãðàô G = (V,E), êîæíàé äóçå ÿêîãà ïðûïiñàíû êî-
øò (äà�óæûíÿ) c(v, w). Iñíóþöü íåêàëüêi êëàñi÷íûõ ôàðìóë�åâàê çàäà÷ àá
ïîøóêó êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó ó ãðàôàõ:

1. Êàðàöåéøû øëÿõ ïàìiæ äçâóìÿ âûëó÷àíûìi âÿðøûíÿìi. Ó
ãðàôå G òðýáà çíàéñöi øëÿõ

P = {s = v0, v1, . . . , vk−1, vk = t}

àä âÿðøûíi s ∈ V äà âÿðøûíi t ∈ V ìiíiìàëüíàãà êîøòó (êàðàöåéøû
øëÿõ)

c(P ) def=
k∑
i=1

c(vi−1, vi) .

2. Êàðàöåéøûÿ øëÿõi àä àäíîé âûëó÷àíàé âÿðøûíi äà �óñiõ
àñòàòíiõ. Ó ãðàôå G òðýáà çíàéñöi êàðàöåéøûÿ øëÿõi àä âûëó÷àíàé
âÿðøûíi s ∈ V äà �óñiõ àñòàòíiõ âÿðøûíü ãðàôà.

3. Êàðàöåéøûÿ øëÿõi ïàìiæ óñiìi ïàðàìi âÿðøûíü. Ó ãðàôå G
òðýâà çíàéñöi êàðàöåéøûÿ øëÿõi ïàìiæ êîæíàé ïàðàé âÿðøûíü s, t ∈
V .

Ìåòàäû ïîøóêà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó ó ãðàôàõ ç'ÿ�óëÿþööà, ç àäíàãî áî-
êó, ïàäïðàãðàìàìi áîëüø ñêëàäàíûõ ìåòàäà�ó ïðûíÿööÿ àïòûìàëüíûõ ðàø-
ýííÿ�ó, à ç iíøàãà ìàþöü ðàçíàñòàéíûÿ ñàìàñòîéíûÿ ïðûìÿíåííi. Íåêàëüêi
ç ÿêiõ ìû ðàçãëåäçiì ó íàñòóïíûì ïàðàãðàôå, iíøûÿ áóäóöü ðàçãëåäæàíû
ïàçíåé (ãë., íàïðûêëàä, ïàðàãðàô 1.7). Ìîæíà òàêñàìà ñöâÿðäæàöü, ïà ìåí-
øàé ìåðû �ó äà÷ûíåííi äà êàìáiíàòîðíûõ çàäà÷, øòî ìåòàäû äûíàìi÷íàãà
ïðàãðàìàâàííÿ ç'ÿ�óëÿþööà íi ÷ûì iíøûì ÿê àëãàðûòìàìi ïîøóêó êàðàöåé-
øûõ øëÿõî�ó íà íåéêiõ ãðàôàõ.
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2 Ãëàâà 1. Êàðàöåéøûÿ øëÿõI

1.1 Ïðûêëàäû çàäà÷

1.1.1 Ïëàíàâàííå äçåéíàñöi ãàíäë�åâàãà ïðàäïðûåìñòâà

Ãàíäë�åâàìó ïðàäïðûåìñòâó òðýáà çàäàâîëiöü ñïðîñ íà íåéêi ïðàäóêò íà
ïðàöÿãó T ïåðûÿäà�ó. Àáàçíà÷ûì ÷àêàåìû ïîïûò ó ïåðûÿä t ïðàç dt, t =
1, . . . , T . Íÿõàé �ó ïåðûÿä t çàêóïëÿåööà xt àäçiíàê ïðàäóêòà (t = 1, . . . , T ),
x = (x1, . . . , xT ). Òàäû

rt(x) def=
t∑
i=1

(xi − di) (1.1)

�åñöü àñòà÷à ïðàäóêòà ïàñëÿ ïåðûÿäó t. Âåêòàð x ∈ RT+ íàçûâàåì ïëàíàì,
êàëi �åí çàäàâàëüíÿå íàñòóïíàé óìîâå

rt(x) ≥ 0, t = 1, . . . , T − 1; rT (x) = 0. (1.2)

Çàòðàòû íà çàêóïêó xt àäçiíàê ïðàäóêòà �ó ïåðûÿä t àçíà÷àþööà ïà
ïðàâiëó:

Ftsign(xt) + ctxt ,

äçå Ft � ôiêñàâàíàÿ ïëàòà çà çàêóïêó ïàðòûi ïðàäóêòà, à ct � àäïàâåäíà
àïòîâû êîøò àäiíêi ïðàäóêòà;

Íÿõàé wt � çàòðàòû, çâÿçàíûÿ ç çàõàâàííåì àäçiíêi ïðàäóêòà �ó ïåðû-
ÿä t. Áóäçåì ëi÷ûöü, øòî àäçiíêà ïðàäóêòà, ÿêàÿ ðýàëiçóåööà �ó ïåðûÿä t,
çàõî�óâàåööà �ó ñÿðýäíiì ïàëîâó ãýòàãà ïåðûÿäó; òàìó êîøò ÿå çàõàâàííÿ íà
ïðàöÿãó äàäçåíàãà ïåðûÿäó ðî�óíû 1

2wt. Ïðû òàêiì äàïóø÷ýííi, çàòðàòû íà
çàõàâàííå ïðàòóêòû �ó ïåðûÿä t ñêëàäóöü âåëi÷ûíþ

wt(xt + rt−1)− 1
2
wtdt = wt

e∑
i=1

(xi − di) +
1
2
wtdt (1.3)

Òðýáà çíàéñöi ïëàí x (àïòûìàëüíû ïëàí), ÿêi ìiíiìiçóå ñóìàðíûÿ âûäàòêi
ïðàäïðûåìñòâà ïà �óciì T ïåðûÿäàì

T∑
t=1

(Ftsign(xt) + ctxt + wt

t∑
i=1

xi) +
T∑
t=1

(wt(
1
2
dt −

t∑
i=1

wi). (1.4)

Òàê ÿê ó (1.4) äðóãîå ñêëàäàåìàå íå çàëåæûöü àä x, òî çàäà÷ó ïîøóêà
àïòûìàëüíàãà ïëàíà ìîæíà ñôàðìóëÿâàöü ÿê çàäà÷ó ìiíiìiçàöûi �óâàãíóòàé
ôóíêöûi

f(x) def=
T∑
t=1

(Ftsign(xt) + ctxt + wt

t∑
i=1

xi) (1.5)

íà ìíîñòâå ïëàíà�ó.

Ëåìà 1.1 Icíóå àïòûìàëüíû ïëàí x, ÿêi çàäàâàëüíÿå íàñòóïíàé óìîâå

xtrt−1 = 0 äëÿ t = 2, . . . , T. (1.6)
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Äîêàç. Íÿõàé x � íåéêi ïëàí, äëÿ ÿêîãà �óìîâà (1.6) íå âûêîíâàåööà, t1

� ìiíiìàëüíû iíäýêñ, äëÿ ÿêîãà ÿíà ïàðóøàåööà, à t0 � ìàêñiìàëüíû iíäýêñ

ñòðîãà ìåíüøû çà t1, òàêi, øòî xt0 > 0. Êàëi ct0 +
∑t1−1
t=t0 wt ≤ ct

1
, òî òàäû

f(x′) ≤ f(x) äëÿ ïëàíà x′ def= x+xt1(et0−et1). Êàëi æ ct0 +
∑t1−1
t=t0 wt ≥ ct

1
, òî

f(x′′) ≤ f(x) äëÿ ïëàíà x′′ def= x+rt1(x)(et1−et0). Òàêiì ÷ûíàì, ìû ïàêàçàëi,
øòî àä ïëàíà x ìîæíà ïåðàéñöi äà iíøàãà ïëàíà (x′ öi x′′) áåç ïàâåëi÷ýí-
íÿ ôóíêöûi ìýòû, ïðû÷ûì, íà íîâûì ïëàíå �óìîâà (1.6) ïàðóøàåööà äëÿ
ìåíüøàé êîëüêàñöi iíäýêñà�ó. �

Ëåìà 1.1 äàçâàëÿå çâåñöi çàäà÷ó ïîøóêà àïòûìàëüíàãà ïëàíà äà çàäà÷û
ïîøóêà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó.

Òýàðýìà 1.1 Çàäà÷à ïîùóêà àïòûìàëüíàãà ïëàíà ýêâiâàëåíòíà çàäà÷û àá
êàðàöåéøûì øëÿõó àä âÿðøûíi 1 äà âÿðøûíi T + 1 �ó ãðàôå G = (V,E), äçå
V

def= {1, . . . , T + 1}, E def= {(i, j) : i, j ∈ V, i < j}, à êîøò äóãi (i, j) ∈ E
àçíà÷àåööà ïà ïðàâiëó:

c(i, j) def= Fi +
j−1∑
t=i

(ci + wt)dt.

Äîêàç. Ïàêàæàì, øòî ïàìiæ ïëàíàìi, ÿêiÿ çàäàâàëüíÿþöü óìîâå (1.6), i
øëÿõàìi �ó ãðàôå G àä âÿðøûíi 1 äà âÿðøûíi T +1 icíóå �óçàåìíà àäíàçíà÷-
íàÿ àäïàâåäíàñöü. Íÿõàé ïëàí x çàäàâàëüíÿå �óìîâå (1.6) i 1 = i1 < i2 <
. . . < ik �åñöü iíäýêñû ÿãî íåíóëÿâûõ êàìïàíåíò. Òàäû

xij =
ij+1−1∑
t=ij

dt , j = 1, . . . , k. (1.7)

i êîøò øëÿõó (i1, . . . , ik, ik+1 = T + 1) ó ãðàôå G ðî�óíû f(x).
Íààäâàðîò, íÿõàé P = (1 = i1, . . . , ik, ik+1 = T + 1) �åñöü øëÿõ ó ãðàôå G.

ßìó àäïàâÿäàå ïëàí x, íåíóëÿâûÿ êàìïàíåíòû ÿêîãà àçíà÷àþööà ïà ïðàâiëó
(1.7). Íÿöÿæêà òàêñàìà �óïý�óíiööà, øòî f(x) = c(P ). �

1.1.2 Àïðàêñiìàöûÿ êàâàëêàâà-ëiíåéíàé ôóíêöûi

Êàâàëêàâà-ëiíåéíûÿ ôóíêöûi ìàþöü øìàòëiêiÿ ïðûëàæýííi. ×àñòà òàêiÿ
ôóíêöûi ìàþöü âÿëiêóþ êîëüêàñöü ïóíêòà�ó çëîìó. Ïðàäñòà�óëåííå òàêiõ
ôóíêöûé ïàòðàáóå øìàò ïàìÿöi i ÷àñó ïðû âûëi÷ýííi ÿå çíà÷ýííÿ�ó. ×à-
ñàì áûâàå êàðûñíûì àïðàêñiìiðàâàöü òàêóþ ôóíêöûþ iíøàé êàâàëêàâà-
ëiíåéíàé ôóíêöûÿé ç ìåíüøàé êîëüêàñöþ ïóíêòà�ó çëîìó.

Íÿõàé f(x) � êàâàëêàâà-ëiíåéíàÿ ôóíêöûÿ ç ïóíêòàìi çëîìó

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn). (1.8)
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Äàïóñöiì ïóíêòû çëîìó �óïàðàäêàâàíû òàêiì ÷ûíàì, øòî

x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn.

Ëi÷ûì, øòî n� âÿëiêi ëiê i ìû õî÷àì àïðàêñiìiðàâàöü f(x) iíøàé êàâàëêàâà-
ëiíåéíàé ôóíêöûÿé f̃(x), ÿêàÿ ïðàõîäçiöü òîëüêi ïðàç íåéêàå ïàäìíîñòâà
êðîïàê ç (1.8), óëó÷àþ÷û ïåðøû i àïîøíi ïóíêòû. Ó ÿêàñöi ïðûêëàäà ðàç-
ãëåäçiì ôóíêöûþ f(x), ÿêàÿ ïðàäñòà�óëåíà íà ìàë. 1.1.2 ñóöýëüíàé ëiíiÿé.
ßíà ìàå äçåñÿöü ïóíêòà�ó çëîìó. Ïóíêòûðíàé ëiíiÿé ïðàäñòà�óëåíà ôóíêöûÿ
f̃ , ÿêàÿ ïðàõîäçiöü òîëüêi ïðàç ïóíêòà�ó.

Ëþáàÿ àïðàêñiìàöûÿ ïðûâîäçiöü äà ïàìûëàê ïðû âûëi÷ýííi çíà÷ýííÿ�ó
ôóíêöûi. Áóäçåì àöýíüâàöü ïàìûëêó àïðàêñiìàöûi âåëi÷ûí�åé

β

n∑
i=1

(f(xi)− f̃(xi))2

äëÿ íåéêàé êàíñòàíòû β.
Ìû ñôàðìóëþåì ïðàáëåìó ïîøóêà íàéëåïøàé àïðàêñiìàöûi ÿê çàäà÷ó

ïîøóêà êàðàöåéøàãà øëÿõó �ó ãðàôå G ç ìíîñòâàì âÿðøûíü V = {1, . . . , n}
i ìíîñòâàì äóã E = {(i, j) : i, j ∈ V , i < j}. Äóãà (i, j) àçíà÷àå, øòî ìû
áóäçåì àïðàêñiìiðàâàöü ôóíêöûþ f(x) íà àäðýçêó [xi, xj ] ôóíêöûÿé

f̃(x) = f1(xi) +
f(xj)− f(xi)

xj − xi
(x− xi).

Êîøò c(i, j) äóãi (i, j) àçíà÷àåööà ïà ïðàâiëó:

c(i, j) def= α+ β

n∑
i=1

(f(xi)− f̃(xi))2,

äçå α �åñöü "êîøò"çàõî�óâàííÿ àäíîé êðîïêi.
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Êîæíû øëÿõ ç âÿðøûíi 1 ó âÿðøûíþ n ó ãðàôå G àäïàâÿäàå êàâàëêàâà-
ëiíåéíàé ôóíêöûi f̃(x) i êîøò ãýòàãà øëÿõó ðî�óíû àãóëüíàìó êîøòó çà-
õî�óâàííÿ ãýòàé ôóíêöûi i øòðàôó çà ïàìûëêi àïðàêñiìàöûi. Çðàçóìåëà,
øòî êàðàöåéøàìó øëÿõó àäïàâÿäàå àïòûìàëüíàÿ àïðàêñiìàöûÿ.

1.1.3 Êàíòðîëü çà ÿêàñöþ ïðàäóêöûi

Íà êàíâååðû, íà ÿêiì âûðàáëÿåööà íåéêi ïðàäóêò, âûêîíêàåööà n àïåðà-
öûé. Ïàñëÿ êîæíàé àïåðàöûi ìàã÷ûìû êàíòðîëü ÿêàñöi. Ïðàäóêò ïàñòóïàå
íà êàíâååð ïàðòûÿìi ïà B ≥ 1 øòóê ó ïàðòûi. Ïàñëÿ êîæíàé àïåðàöûi ìîãó-
öü âûÿâiööà äýôåêòû, ÿêiÿ íåëüãà âûïðàâiöü. Òàìó äýôåêòíûÿ ýêçýìïëÿðû
âûêiäâàþööà �ó àäûõîäû. Íÿõàé pi � âåðàãîäíàñöü äýôåêòà íà i-é ñòàäûi.
Ïàñëÿ øýðàãó àïåðàöûé (ÿêiõ êàíêðýòíà òðýáà áóäçå âûçíà÷ûöü) ïðàâîäçiö-
öà êàíòðîëü ÿêàñöi �óc�åé ïðàäóêöûi (âûáàðêàâû êàíòðîëü íå ïðàâîäçiööà).
Áóäçåì ëi÷ûöü, øòî êàíòðîëü âûÿ�óëÿå �óñå äýôåêòíûÿ ýêçýìïëÿðû. Òðý-
áà çíàéñöi àïòûìàëüíû ïëàí êàíòðîëÿ çà ÿêàñöþ, ÿêi âûçíà÷àå ïàñëÿ ÿêiõ
àïåðàöûé ïðàâîäçiöü êàíòðîëü. Ìåíüøàÿ êîëüêàñöü iíñïåêöûé ïàìÿíüøàå
çàòðàòû íà iõ ïðàâÿäçåííå, àëå ïàâÿëi÷âàå âûòâîð÷ûÿ çàòðàòû, òàê ÿê ïðû
ãýòûì ìîãóöü âûêîíâàööà íåïàòðýáíûÿ àïåðàöûi íà äýôåêòíûõ ýêçýìïëÿ-
ðàõ.

Äàïóñöiì, øòî äàäçåíû íàñòóïíûÿ ïàðàìåòðû çàäà÷û:

(a) αi êîøò âûêàíàííÿ i-é àïåðàöûi íà àäíûì ýêçýìïëÿðû;

(b) fij � ôiêñàâàíû êîøò êàíòðîëÿ àäíîé ïàðòûi ïðàäóêòà ïàñëÿ àïåðà-
öûi j, ïðû �óìîâå, øòî ïàïÿðýäíi êàíòðîëü ïðàâîäçi�óñÿ ïàñëÿ àïåðàöûi
i;

(c) gij � êîøò êàíòðîëÿ àäçiíêi ïðàäóêòà ïàñëÿ àïåðàöûi j, ïðû �óìîâå,
øòî ïàïÿðýäíi êàíòðîëü ïðàâîäçi�óñÿ ïàñëÿ àïåðàöûi i;

Êîøò êàíòðîëÿ ïàñëÿ àïåðàöûi j +çàëåæûöü àä òàãî, êàëi àïîøíi ðàç
àæûööÿ�óëÿ�óñÿ êàíòðîëü. Êàëi ãýòà áûëî ïàñëÿ àïåðàöûi i, òî êàíòðàë�åð
ïàâiíåí âûÿâiöü óñå äýôåêòû, ÿêiÿ áûëi çðîáëåíû íà �óñiõ ïðàìåæêàâûõ
ýòàïàõ i+ 1, i+ 2, . . . , j.

Ìû ñôàðìóëþåì çàäà÷ó âûáàðà àïòûìàëüíàãà ïëàíà êàíòðîëÿ ÿê çàäà-

÷ó àá êàðàöåéøûì øëÿõó �ó ãðàôå G ç ìíîñòâàì âÿðøûíü V
def= {0, 1, . . . , n}

i ìíîñòâàì äóã E
def= {(i, j) : i, j ∈ V , i < j}. Êîæíû øëÿõ ó ãðàôå G ç âÿð-

øûíi 0 äà âÿðøûíi n àäïàâÿäàå ïëàíó êàíòðîëÿ. Íàïðûêëàä, êàëi n = 6, òî
øëÿõó (0, 2, 4, 6) àäïàâÿäàå ïëàí, ïà ÿêiì êàíòðîëü àæûööÿ�óëÿåööà ïàñëÿ
2-é, 4-é i 6-é àïåðàöûé. Àçíà÷ûì êîøò äóãi (i, j) ó ãðàôå G ðî�óíûì

c(i, j) def= fi,j +B(i)gij +B(i)
j∑

k=i+1

αk , (1.9)

äçå B(i) = B
∏i
k=1(1 − pk) �åñöü ÷àêàåìàÿ êîëüêàñöü íåäýôåêòíûõ àäçiíàê

ïðàäóêòà ïàñëÿ àïåðàöûi i. Ïåðøûÿ äâà ñêëàäàåìûõ ó (1.9) çàäàþöü êîøò
êàíòðîëÿ ïàñëÿ iòýðàöûi i, à òðýöi ÷ëåí ñóìû � ãýòà âûòâîð÷ûÿ âûäàòêi.
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1.2 Äðýâà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó

ßê ãýòà íå ïàðàäàêñàëüíà, àëå çíàéñöi êàðàöåéøû øëÿõ ïàìiæ äçâóìÿ âû-
ëó÷àíûìi âÿðøûíÿìi íå ëÿã÷ýé, ÷ûì øóêàöü êàðàöåéøûÿ øëÿõi àä àäíîé
âÿðøûíi äà �óñiõ àñòàòíiõ.

Íÿõàé G = (V,E) �åñöü àðãðàô ç âûëó÷àíàé âÿðøûíÿé s ∈ V , Êîæíàé
äóçå (v, w) ∈ E ïðûïiñàíû êîøò c(v, w). Áåç àáìåæàâàííÿ àãóëüíàñöi áóäçåì
ëi÷ûöü, øòî ç s äàñÿãàþööà (iñíóå øëÿõ âà) �óñå àñòàòíiÿ âÿðøûíi ãðàôà.
Êàëi ãýòà íå òàê, òî ìîæàì äàáàâiöü äà G äóãi (s, v), v ∈ V \ s, áÿñêîíöàãà
êîøòó c(s, v) = ∞. Êîøò êàðàöåéøàãà øëÿõó ó ãðàôå G ç âÿðøûíi s ó
âÿðøûíþ v ∈ V àáàçíà÷ûì ïðàç σ(s, v) (êàëi òàêîãà øëÿõó íå iñíóå, òî
σ(s, v) = +∞).

Íÿõàé P = (s = v0, v1 . . . , vk = v) �åñöü êàðàöåéøû øëÿõ àä s äà v. Òà-
äû äëÿ ëþáîãà 0 ≤ i ≤ k êîøò ïàäøëÿõó Pi = (s = v0, v1 . . . , vi) øëÿõó P
ðî�óíû σ(s, vi), áî iíàêø àäðýçàê Pi øëÿõó P ìîæíà çàìÿíiöü êàðàöåéøûì
øëÿõàì àä s äà v i àòðûìàöü áîëüø êàðîòêi øëÿõ P ′ àä s äà v. Ãýòà �åñöü
ïðûíöûï àïòûìàëüíàñöi. Êàëi �ó ãðàôå G íÿìà öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó,
òî �óñå êàðàöåéøûÿ øëÿõi ç'ÿ�óëÿþööà ïðîñòûìi i ç ïðûíöûïà àïòûìàëü-
íàñöi ìîæíà çàêëþ÷ûöü, øòî êîøòû êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó çàäàâàëüíÿþöü
íàñòóïíûì óðà�óíåííÿì Áýëìàíà:

σ(s, s) = 0,
σ(s, v) = min

(w,v)∈E
(σ(s, w) + c(w, v)) äëÿ �óñiõ v ∈ V \ s. (1.10)

Íàñòóïíûÿ äâà ïàíÿööi, ÿêiÿ iäóöü àä ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ, àäûã-
ðûâàþöü ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëþ âà �óñ�åé ïàòîêàâàé àïòûìiçàöûi. Ôóíêöûÿ
öýí (âåêòàð ïàòûíöûÿëà�ó) �åñöü ôóíêöûÿ p : V → R. Ïðûâåäçåíàÿ ôóíêöûÿ
êîøòó àäíîñíà ôóíêöûi öýí p àçíà÷àåööà ïà ïðàâiëó:

cp(v, w) = c(v, w) + p(v)− p(w).

Öýíû âÿðøûíü ìàþöü íàòóðàëüíóþ ýêàíàìi÷íóþ iíòýðïðýòàöûþ ÿê äçåþ-
÷ûÿ ðûíêàâûÿ öýíû íà íåéêi ïðàäóêò. Ìû ìîæàì iíòýðïðýòàâàöü ïðûâåä-
çåíû êîøò cp(v, w), ÿê ñóìó çàòðàò íà çàêóïêó àäçiíêi ïðàäóêòà �ó âÿðøûíi
v ïà öàíå p(v) i çàòðàò íà òðàíñïàðòûðî�óêó �ó w ìiíóñ äàõîä àä ïðîäàæó ÿå
òàì ïà öàíå p(w) .

Ëåìà 1.2 Íÿõàé G = (V,E) �åñöü àðãðàô, íà äóãàõ ÿêîãà àçíà÷àíà ôóíêöûÿ
êîøòó c, à íà âÿðøûíÿõ ôóíêöûÿ öýí p. Òàäû äëÿ øëÿõó P ç âÿðøûíi v
ó âÿðøûíþ w ó ãðàôå G ìàå ìåñöà ðî�óíàñöü cp(P ) = c(P ) + p(v)− p(w). Ó
ïðûâàòíûì âûïàäêó, êàëi P � öûêë, cp(P ) = c(P ).
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Äîêàç. Íÿõàé P = (v = v0, v1, . . . , vk−1, vk = w). Òàäû

cp(P ) =
k∑
i=1

cp(vi−1, vi)

=
k∑
i=1

(c(vi−1, vi) + p(vi−1)− p(vi))

=
k∑
i=1

c(vi−1, vi) +
k∑
i=1

p(vi−1)−
k∑
i=1

p(vi)

= c(P ) + p(v)− p(w).

�

Äëÿ ïàêðûâàëüíàãà àðäðýâà T ç êîðíåì s ôóíêöûÿ àäëåãëàñöåé d : V →
R àçíà÷àåööà ðýêóðñi�óíà íàñòóïíûì ÷ûíàì:

d(s) = 0, d(v) = d(parent(v)) + c(parent(v), v) äëÿ v ∈ V \ s ,

äçå parent(v) �åñöü áàöüêà (ïà÷àòêîâàÿ âÿðøûíÿ àäçiíàé äóãi, ÿêàÿ �óâàõîäçiöü
ó v) âÿðøûíi v ó äðýâå T . Ïàêðûâàëüíàå àðäðýâà T ç êîðíeì s íàçûâàåö-
öà äðýâàì êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó, êàëi äëÿ êîæíàé âÿðøûíi v àäçiíû øëÿõ
äðýâà T ç s ó v ç'ÿ�óëÿåööà êàðàöåéøûì øëÿõàì ç s ó v ó ãðàôå G, ã. çí.,
d(v) = σ(s, v).

Òýàðýìà 1.2 Íÿõàé óñå âÿðøûíi ãðàôà G = (V,E) äàñÿãàþööà ç âÿðøûíi
s ∈ V . Ãðàô G ìàå äðýâà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi
�åí íå ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó. Ïàêðûâàëüíàå àðäðýâà T ç êîðíåì s
ç'ÿ�óëÿåööà äðýâàì êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi ÿãî ôóíê-
öûÿ àäëåãëàñöåé d çàäàâàëüíÿå �óìîâå

cd(v, w) ≥ 0 äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E. (1.11)

Äîêàç. Êàëi G íå ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó, òî êàðàöåéøûÿ øëÿõi àä
s äà �óñiõ àñòàòíiõ âÿðøûíü ç'ÿ�óëÿþööà ïðîñòûìi. Íÿõàé D �åñöü àá'ÿäíàííå
äóã ãýòûõ øëÿõî�ó. Âiäàâî÷íà, øòî ãðàô (V,D) óòðûìëiâàå ïàêðûâàëüíàå
àðäðýâà T , ÿêîå ç'ÿ�óëÿåööà äðýâàì êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó.

Çðàçóìåëà, øòî ôóíêöûÿ àäëåãëàñöåé äðýâà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó çà-
äàâàëüíÿå �óìîâå (1.11). Äàêàæàì àäâàðîòíàå. Íÿõàé äðýâà T çàäàâàëüíÿå
�óìîâå (1.11). Ïà ëåìå 1.2 äëÿ ëþáîãà öûêëà Γ ãðàôà G ìàåì c(Γ) = cd(Γ) ≥
0. Íÿõàé s = v0, v1, . . . , vk = v �åñöü êàðàöåéøû øëÿõ ç s ó v. Òàê ÿê G íå
ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó, òî êîøò êàðàöåéøàãà øëÿõó ç s ó s ðî�óíû
0 = d(s). Ïà iíäóêöûi äàïóñöiì, øòî d(vk−1) �åñöü êîøò êàðàöåéøàãà øëÿõó
ç s ó vk−1. Òàê ÿê ïà (1.11) d(v) ≤ d(vk−1) + c(vk−1, v), à d(vk−1) + c(vk−1, v)
�åñöü êîøò êàðàöåéøàãî øëÿõó ç s ó v, òî d(v) � òàêñàìà êîøò êàðàöåéøàãà
øëÿõó ç s ó v. �
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Âûíiê 1.1 Àðãðàô G(V,E) íå ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó òàäû i òîëüêi
òàäû, êàëi iñíóå ôóíêöûÿ d : V → R, ÿêàÿ çàäàâàëüíÿå �óìîâå (1.11).

Äîêàç.Äàñòàòêîâàñöü óìîâû (1.11) ñöâÿðäæàåööà �ó ëåìå 1.2. Äàêàæàì
íåàáõîäíàñöü. Ïàáóäóåì äàïàìîæíû àðãðàô Gaux = (Vaux, Eaux) = (V ∪
{s}, E∪({s}×V )), äàäàþ÷û äà ãðàôàG íîâóþ âÿðøûíþ s i ìíîñòâà äóã, ÿêiÿ
âûõîäçÿöü ç s âà �óñå àñòàòíiÿ âÿðøûíi. Êîøòû íîâûõ äóã àçíà÷ûì ðî�óíûìi
íóëþ. Âiäàâî÷íà, êàëi G íå ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó, òî iõ íÿìà i �ó
Gaux. Òàìó ïà òýàðýìå 1.2 ãðàô Gaux ìàå äðýâà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó i ÿãî
ôóíêöûÿ àäëåãëàñöåé d çàäàâàëüíÿå �óìîâå (1.11). �

1.3 Àëãàðûòì ïàáóäîâû äðýâà

êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó

Iäýÿ �óñiõ àëãàðûòìà�ó ïîøóêà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó ó ãðàôàõ àäíîëüêàâàÿ.
Óñå ÿíû ïà÷ûíàþöü ç íåéêàé ôóíêöûi d : V → R, òàêîé, øòî d(s) = 0
i d(v) ≥ σ(s, v) äëÿ �óñiõ v ∈ V . Çàòûì iòýðàòû�óíà ïà�óòàðàåööà íàñòóïíû
êðîê:

âûáðàöü äóãó (v, w) àäìî�óíàãà ïðûâåäçåíàãà êîøòó cd(v, w) < 0
i çàìÿíiöü d(w) íà d(v) + c(v, w).

Ãýòà �åñöü ìåòàä ïàñëÿäî�óíàé àïðàêñiìàöûi. Êàëi �ó ãðàôå íÿìà öûêëà�ó àä-
ìî�óíàãà êîøòó, òî �ó âûïàäêó, êàëi êîøòû äóã öýëàëiêàâûÿ, ïàñëÿ êîíöàé
êîëüêàñöi iòýðàöûé ìåòàä ñïðûíÿåööà. Ïðû ãýòûì d(v) = σ(s, v) äëÿ �óñiõ
v ∈ V . Ïàñëÿ ãýòàãà êàðàöåéøû øëÿõ àä s äà äàäçåíàé âÿðøûíi v ìîæíà
çíàéñöi ïðàöýäóðàé �nd_path, ÿêàÿ ïðûâåäçåíà íà ìàë. 1.1.

�nd_path(G, d, s, v, path) // d(v) 6=∞
{
for (; v 6= s; v := x) {
v → path;
(x, v) ∈ arg{d(w) + c(w, v) = d(v) : (w, v) ∈ E(V, v)};

}
}

Ìàëþíàê 1.1: Ïðàöýäóðà �nd_path

1.3.1 Àëãàðûòì Ôîðäà-Áýëìàíà

Ýôåêòû�óíàñöü ìåòàäà ïàñëÿäî�óíàé àïðàêñiìàöûi iñòîòíà çàëåæûöü àä ïà-
ðàäêó âûáàðà äóã àäìî�óíàãà ïðûâåäçåíàãà êîøòó. Ó ãýòû ïàðàãðàôå ìû
áóäçåì ðàçãëÿäàöü àëãàðûòì, ÿêi ïðàïàíàâàíû íåçàëåæíà Ôîðäàì i Áýëìà-
íàì. Ïðàöýäóðà shortest_path, ÿêàÿ ðýàëiçóå ãýòû àëãàðûòì, ïðàäñòà�óëåíà
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íà ìàë. 1.2. Êàëi ïðàöýäóðà âÿðòàå çíà÷ýííå true, òî �óêàçàëüíiêi parent
çàäàþöü äðýâà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó, à ôóíêöûÿ d �åñöü ÿãî ôóíêöûÿ àäëåã-
ëàñöåé. Êàëi æ ïðàöýäóðà âÿðòàå çíà÷ýííå false, òî ëþáû öûêë ïàäãðàôà
(V,E), äçå

E
def= {(parent(v), v) : v ∈ V, parent(v) 6= nil} ,

ç'ÿ�óëÿåööà öûêëàì àäìî�óíàãà êîøòó �ó ãðàôå G. Êàá ãàðàíòàâàöü, øòî �óñå
âÿðøûíi ãðàôà G äàñÿãàþööà ç s, êàëi (s, v) 6∈ E, ìû äàáà�óëÿåì (óìî�óíà)
ãýòóþ äóãó äàG i ïðûïiñâàåì �åé êîøò∞. Êàëi ïàñëÿ çàâÿðøýííÿ àëãàðûòìà
d(v) =∞, òî ó ãðàôå G âÿðøûíÿ v íåäàñÿãàåööà ç s.

Àáàçíà÷ûì ïðàç σi(s, v) êîøò êàðàöåéøàãà øëÿõó ç s ó v ñÿðîä óñiõ øëÿ-
õî�ó, ÿêiÿ ìàþöü ðî�óíà i äóã. Êàëi òàêîãà øëÿõó íå iñíóå, òî σi(s, v) = ∞.
Íÿõàé di(v), Si � àäïàâåäíà d(v) i ñïiñ S ïàñëÿ iòýðàöûi i. Ýòàï iíiöûÿëi-
çàöûi íàçûâàåì 0-é iòýðàöûÿé.

shortest_path(G, c, s, parent, d, S)
{
for (v ∈ V \ s) { d(v) :=∞; parent(v) :=nil;}
d(s) := 0; S := {s};
for (i := 1; i ≤ n; i := i+ 1) { // ãàëî�óíû öûêë
Q := ∅; dw := d;
for ((v, w) ∈ E(S, V ))
if (d(w) > dw(v) + c(v, w)) {
d(w) := dw(v) + c(v, w);
parent(w) := v; Q← w;

}
if ((S := Q) = ∅) return true;

}
return false;

}

Ìàëþíàê 1.2: Àëãàðûòì Ôîðäà-Áýëìàíà ïîøóêà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó

Ëåìà 1.3 Âûêîíâàþööà íàñòóïíûÿ ðî�óíàñöi

a) di(v) = min0≤k≤i σ
k(s, v) äëÿ �óñiõ v ∈ V ,

b) di(v) = σi(s, v) < σi−1(s, v) äëÿ �óñiõ v ∈ Si,

Äîêàç. Âiäàâî÷íà, øòî ñöâÿðäæýííå ëåìû ñïðàâÿäëiâà ïàñëÿ 0-é iòýðà-
öûi. Äàïóñöiì, øòî ïàñëÿ çàêàí÷ýííÿ (i−1)-é (ïåðåä ïà÷àòêàì i-é) iòýðàöûi
àëãàðûòìà

di−1(v) = min
0≤k≤i−1

σk(s, v) äëÿ �óñiõ v ∈ V ,

di−1(v) = σi−1(s, v) äëÿ �óñiõ v ∈ Si−1.
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Íÿõàé w ∈ V i s = v0, v1, . . . , vi−1, vi = w �åñöü øëÿõ êîøòó σi(s, w) ó ãðàôå
G. Òàäû ïà äàïóø÷ýííþ di−1(vi−1) = σi−1(vi−1). Òàìó vi−1 ∈ Si−1 i, êàëi
di−1(w) > di−1(vi−1) + c(vi−1, w) = σi(s, w), òî ïàñëÿ i-é iòýðàöûi di(w) =
σi(s, w), à w áóäçå �óëó÷àíà �ó Si. �

Ëåìà 1.4 Êàëi ïàñëÿ çàâÿðøýííÿ ïðàöåäóðû shortest_path S = ∅, òî ôóíê-
öûÿ àäëåãëàñöåé d çàäàâàëüíÿå �óìîâå (1.11).

Äîêàç. Çà�óâàæûì, øòî di(v) ≥ di+1(v) äëÿ �óñiõ v ∈ V . Íÿõàé (v, w) ∈ E.
Òàê ÿê S = ∅, òî d(v) = di(v) äëÿ íåéêàãà 1 ≤ i ≤ n− 1. Òàìó

d(w) ≤ di+1(w) ≤ di(v) + c(v, w) = d(v) + c(v, w).

�

Ëåìà 1.5 Ãðàô G ìàå öûêë àäìî�óíàãà êîøòó òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi
ïàñëÿ çàâÿðøýííÿ ïðàöýäóðû shortest_path ìíîñòâà S íå ïóñòîå.

Äîêàç. Êàëi S = ∅ , òî ïà òýàðåìå 1.2 i ëåìå 1.4 ãðàô G íå ìàå öûêëà�ó
àäìî�óíàãà êîøòó. Êàëi S 6= ∅, òî ïà ëåìå 1.3 äëÿ v ∈ S

dn(v) = σn(s, v) < σi(s, v) äëÿ �óñiõ 0 ≤ i < n.

Âiäàâî÷íà, øòî êîæíû øëÿõ ç s ó v äà�óæûíi n i êîøòó σn(s, v) àáûõîäçiöü
öûêë àäìî�óíàãà êîøòó. �

Òýàðýìà 1.3 Çà ÷àñ O(nm) ïðàöýäóðà shortest_path àáî áóäóå äðýâà êàðà-
öåéøûõ øëÿõî�ó, àáî çíàõîäçiöü öûêë àäìî�óíàãà êîøòó.

Äîêàç. Êàðýêòíàñöü àëãàðûòìà âûíiêàå ç ëåì 1.4 i 1.5 Òàê ÿê ñêëàäàíà-
ñöü àäíîé iòýðàöûi ïðàöýäóðû shortest_path íå ïåðà�óçûõîäçiöü O(m), êîëü-
êàñöü iòýðàöûé íå áîëüø çà n, ñêëàäàíàñöü ïðàöýäóðû �nd_cycle � O(n),
òî àãóëüíàÿ ñêëàäàíàñöü ïðàöýäóðû shortest_path �åñöü O(nm). �

Ïðûêëàä 1.1 Ó ãðàôå, ÿêi ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 1.3, çíàéñöi êàðàöåéøûÿ
øëÿõi àä âÿðøûíi 1 äà �óñiõ àñòàòíiõ âÿðøûíü.

Ïðàöà àëãàðûòìà ïà iòýðàöûÿõ ïðàäñòà�óëåíà �ó òàáë. 1.1. Ýòàï iíiöû-
ÿëiçàöûi �åñöü iòýðàöûÿ 0. Ôóíêöûÿ dw � ãýòà ôóíêöûÿ d íà ïàïÿðýäíÿé
iòýðàöûi, à ìíîñòâà Q � ãýòà ìíîñòâà S íà íàñòóïíàé iòýðàöûi. Äðýâà êàðà-
öåéøûõ øëÿõî�ó çàäàåööà ôóíêöûÿé parent íà àïîøíÿé 5-é iòýðàöûi. ßíî
òàêñàìà ïðàäñòà�óëåíà íà ìàë. 1.4. �

Çà�óâàãà 1.1 Ïðû àïiñàííi àëãàðûòìà Ôîðäà-Áýëìàíà ìû �óâÿëi ôóíêöûþ
dw òîëüêi äëÿ òàãî, êàá àòðûìàöü ñóàäíîñiíû a) i b) ç ëåìû 1.3. Çðàçó-
ìåëà, øòî ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìà íå ïàãîðøûööà, êàëi çàìåñò dw âûêà-
ðûñòî�óâàöü ôóíêöûþ d. Íààäâàðîò, ó ñÿðýäíiì àëãàðûòì áóäçå ïðàöàâàöü
õóò÷ýé.
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Ìàëþíàê 1.3: Ãðàô äà ïðûêëàäó 1.1

Òàáëiöà 1.1:

Iò. S d parent
0 {1} (0,∞,∞,∞,∞,∞,∞) (nil,nil,nil,nil,nil,nil,nil)
1 {2, 3, 4} (0, 4, 7, 5,∞,∞,∞) (nil, 1, 1, 1,nil,nil,nil)
2 {3, 5, 6, 7} (0, 4, 6, 5, 2, 13, 8) (nil, 1, 4, 1, 4, 3, 4)
3 {2, 6, 7} (0, 3, 6, 5, 2, 9, 6) (nil, 5, 4, 1, 4, 7, 5)
4 {6} (0, 3, 6, 5, 2, 7, 6) (nil, 5, 4, 1, 4, 7, 5)
5 ∅ (0, 3, 6, 5, 2, 7, 6) (nil, 5, 4, 1, 4, 7, 5)

1.3.2 Àëãàðûòì Äýéêñòðû

Iñíóå øýðàã ñiòóàöûé, ó ÿêiõ çàäà÷à ïîøóêó êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó ðàøàåööà
àñàáëiâà ïðîñòà. Àäíà ç òàêiõ ñiòóàöûé, êàëi êîøòû �óñiõ äóã íåàäìî�óíûÿ.
Ó ãýòûì âûïàäêó äëÿ ïàáóäîâû äðýâà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó iñíóå áîëüø
ýôåêòû�óíû àëãàðûòì Äýéêñòðû, ÿêi ïðûâåäçåíû íà ìàë. 1.5. Íà êîæíàé
ñòàäûi àëãàðûòì ïàäçÿëÿå ìíîñòâà âÿðøûíü V íà äâà ïàäìíîñòâû: S i V \S.
Êàëi âÿðøûíÿ v íàëåæûöü S, òî êàðàöåéøû øëÿõ äà ÿå �óæî çíîéäçåíû i
ðî�óíû d(v). Íà ÷àðãîâàé iòýðàöûi àëãàðûòì âûáiðàå âÿðøûíþ w ∈ V \ S ç
ìiíiìàëüíàé "ìåòêàé"d(w), äàäàå ÿå äà S i äëÿ �óñiõ äóã (w, v) ∈ E(w, V \ S
ïåðàëi÷âàå ìåòêi êàíöàâûõ âÿðøûíü ïà ïðàâiëó:

d(v) = min{d(v), d(w) + c(w, v)}.

Ëåìà 1.6 Àëãàðûòì Äýéêñòðû ïàäòðûìëiâàå íàñòóïíûÿ iíâàðûÿíòû:
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Ìàëþíàê 1.4: Äðýâà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó äà ïðûêëàäó 1.1

a) d(v) ≤ d(w) äëÿ �óñiõ v ∈ S, w ∈ V \ S;

b) d(v) + c(v, w) ≥ d(w) äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E(V, S).

Äîêàç. Iíäóêöûÿé ïà |S|. Äýòàëi ïàêiäàåì ÷ûòà÷ó. �

Òýàðýìà 1.4 Êàëi êîøòû �óñiõ äóã íåàäìî�óíûÿ, òî çà ÷àñ O(n2) àëãàðûòì
Äýéêñòðû áóäóå äðýâà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó.

Äîêàç. Êàðýêòíàñöü àëãàðûòìà âûíiêàå ç ëåìû 1.6. Àöýíiì ñêëàäàíàñöü
àëãàðûòìà. Íà ýòàïå iíiöûÿëiçàöûi ïàòðàáóåööà O(n) àïåðàöûé. Ñêëàäàíà-
ñöü àäíîé iòýðàöûi O(n). À òàê ÿê êîëüêàñöü óñiõ iòýðàöûé ðî�óíà n− 1, òî
ñêëàäàíàñöü óñÿãî àëãàðûòìà O(n2). �

Ïðûêëàä 1.2 Ó ãðàôå, ïðàäñòà�óëåíûì íà ìàë. 1.6, òðýáà çíàéñöi êàðà-
öåéøûÿ øëÿõi àä âÿðøûíi 1 äà �óñiõ àñòàòíiõ âÿðøûíü

Ïðàöà àëãàðûòìà ïà iòýðàöûÿõ ïðàäñòà�óëåíà �ó òàáë. ??, à äðýâà êàðà-
öåéøûõ øëÿõî�ó àäëþñòðàâàíà íà ìàë. 1.7.

�

1.4 Êàðàöåéøûÿ øëÿõi ç àáìåæàâàííåì

íà ÷àñ ïðàåçäó

Íÿõàé V = (V,E) � àðûåíòàâàíû ãðàô, êîæíàé äóçå (v, w) ÿêîãà ïðûïiñàíû
äâà ëiêi: êîøò ïðàåçäó c(v, w) i ÷àñ ïðàåçäó t(v, w) ≥ 0. Íàì òðýáà çíàéñöi
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nonnegative_cost_shortest_path(G, c, s, parent, d)
{
for (v ∈ V ) {d(v) :=∞; parent(v):=nil;}
d(s) := 0; S := ∅;
for (;|S| < n− 1;) { // ãàëî�óíû öûêë
w ∈ arg min{d(v) : v 6∈ S};
S := S ∪ {w};
for ((w, v) ∈ E(w, V \ S))

if (d(v) > d(w) + c(w, v)) {
d(v) := d(w) + c(w, v); parent(v) := w;

}
}

}

Ìàëþíàê 1.5: Àëãàðûòì Äýéêñòðû
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Ìàëþíàê 1.6: Ãðàô äà ïðûêëàäó 1.2

øëÿõi ìiíiìàëüíàãà êîøòó àä âÿðøûíi s ∈ V äà �óñiõ âÿðøûíü v ∈ V , ïðû
�óìîâå øòî ÷àñ ïðàåçäó ïà iõ íå ïåðà�óçûõîäçiöü T àäçiíàê ÷àñó. ßê ïðûêëàä
ïðûìÿíåííÿ òàêîé çàäà÷û ðàçãëåäçiì ñiòóàöûþ, êàëi êàìïàíiÿ ïà äàñòà�óöû
ïîøòû õî÷à ìiíiìiçàâàöü òðàíñïàðòíûÿ âûäàòêi i òàêñàìà ãàðàíòàâàöü, øòî
ïîøòà áóäçå äàñòà�óëÿööà íå ïàçíåé ÷ûì ïðàç T àäçiíàê ÷àñó.

Àáàçíà÷ûì ïðàç dt(v) êîøò êàðàöåéøàãà øëÿõó ç s ó v ñÿðîä øëÿõî�ó,
ÿêiÿ ïàòðàáóþöü íå áîëüø ÷ûì t àäçiíàê ÷àñó. Íÿöÿæêà �óñòàíàâiöü íàñòóï-
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Òàáëiöà 1.2:

Iò. w S d parent
1 1 {1} (0, 3, 9, 5,∞,∞,∞) (nil, 1, 1, 1,nil,nil,nil)
2 2 {1, 2} (0, 3, 9, 5, 9,∞,∞) (nil, 1, 1, 1, 2,nil,nil)
3 4 {1, 2, 4} (0, 3, 8, 5, 9, 6, 11) (nil, 1, 4, 1, 2, 4, 4)
4 6 {1, 2, 4, 6} (0, 3, 7, 5, 9, 6, 10) (nil, 1, 6, 1, 2, 4, 6)
5 3 {1, 2, 4, 6, 3} (0, 3, 7, 5, 9, 6, 10) (nil, 1, 6, 1, 2, 4, 6)
6 5 {1, 2, 4, 6, 3, 5} (0, 3, 7, 5, 9, 6, 10) (nil, 1, 6, 1, 2, 4, 6)
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Ìàëþíàê 1.7: Äðýâà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó äà ïðûêëàäó 1.2

íûÿ ðýêóðýíòíûÿ �óðà�óíåííi:

d0(s) = 0,
d0(v) = ∞, v ∈ V \ {s}, (1.12)

dt(v) = min{dt−1(v), min
(w,v)∈E

t≥t(w,v)

dt−t(w,v)(w) + c(w, v)}.

Óðà�óíåííi (1.12) ìîæíà ðàçãëÿäàöü ÿê àáàãóëüíåííå �óðà�óíåííÿ�ó Áýëìàíà
(1.10). Íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî äëÿ ïàäëiêó �óñiõ çíà÷ýííÿ�ó dt(v) (t =
0, . . . , T ; v ∈ V ) ïàòðýáíà âûêàíàöü O(n2T ) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûi.

Ïðûêëàä 1.3 Âûðàøûöü çàäà÷ó ïîøóêà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó àä âÿðøûíi
s = 1 ç àáìåæàâàííåì íà ÷àñ ïðàåçäó T = 10 äëÿ ãðàôà, ÿêi ïðàäñòà�óëåíû
íà ìàë. 1.8.

Âåëi÷ûíi dt(v) ïðàäñòà�óëåíû �ó òàáë. 1.3.
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(1, 1)
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Ìàëþíàê 1.8: Ãðàô äà ïðûêëàäó 1.3

Òàáëiöà 1.3:

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
dt(1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
dt(2) ∞ ∞ 3 3 3 3 3 3 3 3 3
dt(3) ∞ ∞ ∞ 1 1 1 1 1 1 1 1
dt(4) ∞ ∞ ∞ ∞ 4 3 3 3 3 3 3
dt(5) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 6 6 6 5 5 5
dt(6) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 7 7 7 5 5
dt(7) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 7 6 5 5 5 5
dt(8) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 9 8 7

Àäâàðîòíûì õîäàì çíîéäçåì àïòûìàëüíû øëÿõ àä âÿðøûíi 1 äà âÿð-
øûíi 8.

d10(8) = min{d9(8), d7(5) + c(5, 8), d8(6) + c(6, 8), d6(7) + c(7, 8)}
= min{8, 12, 9, 7} = 7.

Òàìó �ó âÿðøûíþ 8 òðýáà iñöi ç âÿðøûíi 7. Âûëi÷âàåì

d6(7) = min{d5(7), d4(3) + c(3, 7), d4(4) + c(4, 7), d4(6) + c(6, 7)}
= min{7, 7, 6,∞} = 7
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i çàêëþ÷àåì, øòî �ó âÿðøûíþ 7 òðýáà iñöi ç âÿðøûíi 4. Òàê ÿê

d4(4) = min{d3(4), d3(3) + c(3, 4)}
= min{∞, 4} = 4,

òî �ó âÿðøûíþ 4 òðýáà iñöi ç âÿðøûíi 3. Ïàêîëüêi

d3(3) = min{d2(3), d0(1) + c(1, 3), d2(2) + c(2, 3)}
= min{∞, 3, 4} = 3,

òî �ó âÿðøûíþ 3 òðýáà iñöi ç âÿðøûíi 1. Òàìó (1, 3, 4, 7, 8) � àïòûìàëüíû
øëÿõ ç âÿðøûíi 1 ó âÿðøûíþ 8. �

1.5 Êàðàöåéøûÿ øëÿõi

ïàìiæ óñiìi ïàðàìi âÿðøûíü

Äàäçåí ãðàô G = (V,E) i ôóíêöûÿ c : E → R êîøòà�ó ÿãî äóã. Òðýáà
çíàéñöi êàðàöåéøûÿ øëÿõi ïàìiæ óñiìi ïàðàìi âÿðøûíü v, w ∈ V ãðàôà G.
Çðàçóìåëà, øòî ãýòóþ çàäà÷ó ìîæíà âûðàøûöü, êàëi çíàéñöi êàðàöåéøûÿ
øëÿõi àä êîæíàé âÿðøûíi s ∈ V ç äàïàìîãàé àëãàðûòìà Ôîðäà-Áýëìàíà,
âûêàíà�óøû �ó ñóìå O(n2m) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé. Äëÿ ïðàäñòà�óëåííÿ
àäêàçà ñïàòðýáiööà O(n2) ÿ÷ýåê ïàìÿöi äëÿ çàõî�óâàííÿ n ôóíêöûé parent.
Íiæýé ìû ïðûâîäçiì êðûõó áîëüø ýôåêòû�óíû âàðûÿíò òàêîãà ïàäûõîäó
äà ðàøýííÿ çàäà÷û.

1. Ñïîñàáàì, óêàçàíûì ó äîêàçå âûíiêà 1.1, àëãàðûòìàì Ôîðäà-Áýëìàíà
çíàõîäçiì ôóíêöûþ öýí p, òàêóþ, øòî cp(v, w) ≥ 0 äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E,
öi äàêàçâàåì, øòî òàêîé ôóíêöûi íå iñíóå. Ó àïîøíiì âûïàäêó ãðàô
G ìàå öûêë àäìî�óíàãà êîøòó i òàìó çàäà÷à íå ìàå ðàøýííÿ. Iíàêø
ïåðàõîäçiì äà êðîêó 2.

2. Ó ãðàôå G ç ôóíêöûÿé êîøòó cp äëÿ êîæíàé âÿðøûíi s ∈ V àëãàðû-
òìàì Äýéêñòðû áóäóåì äðýâà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó (ôóíêöûþ parent)
àä s äà �óñiõ àñòàòíiõ âÿðøûíü.

Êàðýêòíàñöü çàìåíû ôóíêöûi êîøòó c ôóíêöûÿé ïðûâåäçåíûõ êîøòà�ó cp
íà êðîêó 2 âûíiêàå ç ëåìû 1.2. Ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìà O(n3) (O(nm) íà
êðîêó 1 i O(n3) íà êðîêó 2).

Íà ïðàêòûöû ðàçãëåäæàíû íàìi âûøýé àëãàðûòì ïðûìÿíÿþöü, êàëi òð-
ýáà çíàéñöi êàðàöåéøûÿ øëÿõi ïàìiæ íåêàëüêiìi (àëå íå ïàìiæ óñiìi) ïàðàìi
âÿðøûíü ãðàôà. Ó òûõ âûïàäêàõ, êàëi ïàòðýáíà âåäàöü êàðàöåéøûÿ øëÿõi
ïàìiæ óñiìi ïàðàìi âÿðøûíü, ïðûìÿíÿþöü, âûäàòíû ïà ñâà�åé ïðàñòàöå àë-
ãàðûòì Ôëîéäà- �Óîðøýëà. Àëãàðûòì ïðàöóå ç ìàòðûöàé [dij ] ïàìåðó n×n,
ýëåìåíòû ÿêîé ñïà÷àòêó ðî�óíû êîøòàì äóã ãðàôà G, ã. çí. dvw = c(v, w),
êàëi (v, w) ∈ E, i dvw = ∞, êàëi (v, w) 6∈ E. ßäðîì àëãàðûòìà ç'ÿ�óëÿåööà
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all_pairs_shortest_paths(n, d, θ )
{
for (i := 1; i ≤ n; i := i+ 1) for (j := 1; j ≤ n; j := j + 1) θi,j := 0;
for (k := 1; k ≤ n; k := k + 1)
for (i := 1; i ≤ n; i := i+ 1) if (i 6= k)

for (j := 1; j ≤ n; j := j + 1) if (j 6= k)
if (dij > dik + dkj) {
dij := dik + dkj ; θij := k;
if (i = j and dii < 0)
return; // âûÿ�óëåí öûêë àäìî�óíàãà êîøòó

}
}

�nd_path(i, j)
{
if (θij = 0) return (i, j);
else return �nd_path(i, θij) & �nd_path(θij , j);

}

Ìàëþíàê 1.9: Àëãàðûòì Ôëîéäà-�Óîðøýëà

àïåðàöûÿ òðîõâóãîëüíiêà, ÿêàÿ äëÿ ôiêñàâàíàãà k (1 ≤ k ≤ n) ïåðàëi÷âàå
ìàòðûöó [dij ] ïà ïðàâiëó:

dij := min{dij , dik + dkj} äëÿ �óñiõ i, j = 1, . . . , n; i, j 6= k.

Äëÿ ïðàäñòà�óëåííÿ êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó âûêàðûñòî�óâàåööà ìàòðûöà [θij ]n×n,
äçå θij �åñöü ìàêñiìàëüíû íóìàð ïðàìåæêàâàé âÿðøûíi, ÿêàÿ ëÿæûöü íà
øëÿõó ç i ó j. Ñïà÷àòêó θij = 0 äëÿ �óñiõ i, j = 1, . . . , n. Ïðàöýäóðà all_shortest_path,
ÿêàÿ ðýàëiçóå àëãàðûòì Ôëîéäà-�Óîðøýëà, ïðûâåäçåíà íà ìàë. 1.9. Òàì æà
ïðûâåäçåíà ïðàöýäóðà �nd_path, ÿêàÿ äëÿ äçâþõ äàäçåíûõ âÿðøûíü i i j
âÿðòàå êàðàöåéøû øëÿõ ç i ó j.

Âûâó÷û�óøû âûêëàäçåíû âûøýé ìàòýðûÿë, âû �ó ñòàíå ñàìàñòîéíà äà-
êàçàöü íàñòóïíóþ òýàðýìó.

Òýàðýìà 1.5 Çà ÷àñ O(n3) àëãàðûòì Ôëîéäà- �Óîðøýëà àáî áóäóå ìàòðû-
öó [dij ] êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó ïàìiæ óñiìi ïàðàìi âÿðøûíü, àáî çíàõîäçiöü
öûêë àäìî�óíàãà êîøòó.

1.6 Êàðàöåéøûÿ øëÿõi

�ó àöûêëi÷íûì àðãðàôå

Ó ãýòûì ïóíêöå ìû áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó ïîøóêó êàðàöåéøûõ øëÿ-
õî�ó ó àöûêëi÷íûì àðãðàôå. Êîøòû äóã ìîãóöü áûöü àäâîëüíûÿ: ÿê äàäàò-
íûÿ, òàê i àäìî�óíûÿ. Ïà òýàðýìå 1.2 ãýòàÿ çàäà÷à ìàå ðàøýííå. Êàëi ãðàô
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G íå ìàå àðûåíòàâàíûõ öûêëà�ó, òî ç äàïàìîãàé ïðàöýäóðû topsort ìîæ-
íà ïðàâåñöi ÿãî òàïàëàãi÷íóþ ñàðòûðî�óêó, ã.çí., çíàéñöi òàêóþ íóìàðàöûþ
label : V → {1, . . . , n} ÿãî âÿðøûíü, ïðû ÿêîé äëÿ êîæíàé äóãi (v, w) ∈ E
âûêîíâàåööà label(v) < label(w). Ïðàöýäóðà acyclic_shortest_path, ÿêàÿ äëÿ
êîæíàé âÿðøûíi v âûëi÷âàå êîøò d(v) êàðàöåéøàãà øëÿõó àä s äà v, ïðàä-
ñòà�óëåíà íà ìàë. 1.10. Êàðýêòíàñöü ðýêóðýíòíàé ôîðìóëû

d(v) := min{d(tail(e)) + c(e) : e ∈ in_edge(v)}, (1.13)

âûêàðûñòàíàé �ó àëãàðûòìå, âåëüìi ïðîñòà äàêàçâàåööà ïà iíäóêöûi. À òàê
ÿê àëãàðûòì ðàçãëÿäàå êîæíóþ äóãó ãðàôà ðî�óíà àäçií ðàç, òî ñïðàâÿäëiâà

Òýàðýìà 1.6 Ïðàöýäóðà acyclic_shortest_path çíàõîäçiöü êîøòû êàðàöåé-
øûõ øëÿõî�ó àä âÿðøûíi s äà �óñiõ àñòàòíiõ âÿðøûíü çà ÷àñ O(max{n,m}).

acyclic_shortest_path(V, c, label, in_edge, d)
{
d(s) := 0;
for (i = 2; i <= n; + + i) {
v := label−1(i);
d(v) := min{d(tail(e)) + c(e) : e ∈ in_edge(v)};

}
}

Ìàëþíàê 1.10: Ïðàöýäóðà ïîøóêó êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó �ó àöûêëi÷íûì ãðà-
ôå

Íàãàäàåì, øòî ãðàô G = (V,E) íàçûâàåööà k�äîëåâûì, êàëi ìíîñòâà
ÿãî âÿðøûíü �åñöü àá'ÿäíàííå íåïåðàñÿêàëüíûõ ìíîñòâà�ó V1, . . . , Vk i äëÿ
êîæíàé äóãi (v, w) ∈ E iñíóå i (1 ≤ i ≤ k − 1), òàêîå, øòî v ∈ Vi, w ∈ Vi+1.
Íÿõàé Ei = E ∩ (Vi × Vi+1).

Çðàçóìåëà, øòî k-äîëåâû ãðàô ç'ÿ�óëÿåööà àöûêëi÷íûì, ïðû÷ûì óñÿêàÿ
íóìàðûöûÿ ÿãî âÿðøûíü, ïðû ÿêîé âÿðøûíÿ ç äîëi i ìàå ìåíüøû íóìàð,
÷ûì óñÿêàÿ âÿðøûíÿ äîëi i+1, ç'ÿ�óëÿåööà òàïàëàãi÷íàé ñàðòûðî�óêàé. Áóä-
çåì ëi÷ûöü, øòî s ∈ E. Òàäû ïðàöýäóðó acyclic_shortest_path ìîæíà çàïi-
ñàöü ó âûãëÿäçå, ÿêi ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 1.11.

1.7 Ñåòêàâàå ïëàíàâàííå

Êiðàâàííå áóéíûìi ïðàåêòàìi çâÿçàíà ç âûðàøýííåì ñêëàäàíûõ ïðàáëåì
ïëàíàâàííÿ, âûçíà÷ýííÿ òýðìiíà�ó ïà÷àòêó i çàêàí÷ýííÿ àñîáíûõ ðàáîò, êàí-
òðîëþ çà âûêàíàííåì ãýòûõ òýðìiíà�ó. Óñ�å ãýòà �óñêëàäíÿåööà òûì, øòî ðà-
áîòû ïàâiííû âûêîíâàööà �ó äàäçåíàé òýõíàëàãi÷íàé ïàñëÿäî�óíàñöi.
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k_fold_shortest_path(V,E, c, k, d)
{
d(s) := 0;
for (v ∈ V1 \ s)

d(v) :=∞;
for (i = 2; i <= k; + + i)

for (v ∈ Vi)
d(v) := min{d(w) + c(w, v) : (w, v) ∈ E};

}

Ìàëþíàê 1.11: Ïðàöýäóðà ïîøóêó êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó �ó k�äîëåâûì ãðàôå

1.7.1 Ñåòêàâàÿ ìàäýëü ïðàåêòà � ñåòêàâû ãðàôiê

Ñåòêàâû ãðàôiê �åñöü àðãðàô G = (V,E), äóãi ÿêîãà àäïàâÿäàþöü ðàáîòàì,
à ñàì ãðàô àäëþñòðî�óâàå ñóâÿçi ïàìiæ óñiìi çàäàííÿìi, íåàáõîäíûìi äëÿ
çàêàí÷ýííÿ ïðàåêòó. Äóãi ãðàôà ç'ÿ�óëÿþööà ðàáîòàìi, à âÿðøûíi � ïàäçå-
ÿìi. Ïàäçåÿ � ìîìàíò ÷àñó, êàëi ìîæíà ïà÷àöü âûêàíàííå íîâûõ ðàáîò. Äëÿ
êîæíàé ðàáîòû (äóãi) (i, j) âÿäîìà ÿå ïðàöÿãëàñöü, ã. çí. ÷àñ, ÿêi ïàòðýáíû
íà ÿå âûêàíàííå. Íàïðàìàê äóã âûçíà÷àåööà ñóàäíîñiíàìi ïàïÿðýäíi÷àííÿ.
Íà àäðýçêó ñåòêi

m mi j
A -

i-ÿ ïàäçåÿ ïàâiííà àäáûööà äà ïà÷àòêó ðàáîòû A, à j-ÿ ïàäçåÿ íå ìîæà àä-
áûööà äà çàêàí÷ýííÿ ðàáîòû A. ×àñàì äà÷ûíåííi ïàïÿðýäíi÷àííÿ ïàìiæ ðà-
áîòàìi íåëüãà äàêëàäíà àäëþñòðàâàöü ç äàïàìîãàé ñåòêi. Íàïðûêëàä, êàëi
ðàáîòà G âûêîíâàåööà çà ðàáîòàìi B i C, à ðàáîòà E � çà ðàáîòàé B, àëå
íå çà C.

m m
m

m
-
- �

�
�
�
��3

Q
Q
Q
Q
QQs

1 2

3

4

B

C

G

E

Ïðûâåäçåíàå àäëþñòðàâàííå ïàïÿðýäíi÷àííÿ ðàáîò ïàìûëêîâàå, áî ç ÿãî
âûíiêàå, øòî ðàáîòà E iäçå i çà ðàáîòàé C, à ãýòàãà íå ïàòðàáàâàëàñÿ �ó çû-
õîäíûõ �óìîâàõ. Äëÿ ïðàâiëüíàãà ïðàäñòà�óëåííÿ, òðýáíà �óâåñöi ôiêòû�óíóþ
ðàáîòó ïðàöÿãëàñöi 0. Ôiêòû�óíûÿ ðàáîòû áóäçåì ìàëÿâàöü ïóíêòûðàì.
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Ïðûêëàä 1.4 Ïðû çáîðöû íåéêàãà âàðøòàòà âóçëû 1 i 2 àá'ÿäíî�óâàþööà
�ó âóçåë 4, à ñïàëó÷ýííå âóçëî�ó 3 i 4 äàå ãàòîâû âûðàá. Òàê ÿê íåàáõîäíà
�óçãàäíiöü íåéêiÿ äýòàëi âóçëà 3 ç àäïàâåäíûìi äýòàëÿìi âóçëà 2, òî âó-
çåë 3 íåìàã÷ûìà ñàáðàöü ðàíåé, ÷ûì áóäóöü �ó íàÿ�óíàñöi äýòàëi âóçëà 2.
Àñíî�óíûÿ ðàáîòû ïðûâåäçåíû �ó òàáë. 1.4.

Òàáëiöà 1.4: Ñïiñ ðàáîò äà ïðûêëàäó 1.4

Ðàáîòà Ïðàö. Íåïàñð.
Àáàçí. Àïiñàííå (ñóò.) ïàïÿð.
A Íàáûöö�å äýòàëÿ�ó âóçëà 1 5 �
B Íàáûöö�å äýòàëÿ�ó âóçëà 2 3 �
C Íàáûöö�å äýòàëÿ�ó âóçëà 3 10 �
D Âûðàá âóçëà 1 7 A
E Âûðàá âóçëà 2 10 B
F Âûðàá âóçëà 4 5 D,E
G Âûðàá âóçëà 3 9 B,C
H Êàí÷àòêîâàÿ çáîðêà 4 F,G
I Âûïðàáàâàííi 2 H

Ñåòêàâû ãðàôiê ïðàöýñó âûðàáó âàðøòàòà ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 1.12.
�

Ñåòêàâû ãðàôiê ïðàåêòà çàäàâàëüíÿå íàñòóïíûì óìîâàì.

1. Ìàåööà àäíà ïà÷àòêîâàÿ ïàäçåÿ (âÿðøûíÿ, ó ÿêóþ íå �óâàõîäçiöü íi-
âîäíàå äóãi) i àäíà çàêëþ÷íàÿ ïàäçåÿ (âÿðøûíÿ, ç ÿêîé íå âûõîäçiöü
íiâîäíàÿ äóãà).

2. Ó ãðàôiêó íÿìà öûêëà�ó. Òàìó ïàäçåi ìîæíà çàíóìàðàâàöü òàêiì ÷û-
íàì, øòî êîæíàÿ äóãà (ðàáîòà) ïà÷ûíàåööà �ó âÿðøûíi ç ìåíøûì íó-
ìàðàì i çàêàí÷âàåööà �ó âÿðøûíi ç áîëüøûì íóìàðàì. Ó äàëåéøûì
áóäçåì ëi÷ûöü, øòî V = {1, . . . , n} i, êàëi (i, j) ∈ E, òî i < j.
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Ìàëþíàê 1.12: Ñåòêàâû ãðàôiê ïðàöýñó âûðàáó âàðøòàòà

Íóìàðàöûþ âÿðøûíü ìîæíà âûêàíàöü, íàïðûêëàä, òàêiì ÷ûíàì: çíà-
õîäçiì âÿðøûíþ, �ó ÿêóþ íå �óâàõîäçiöü íiâîäíàÿ äóãà i ïðûïiñâàåì �åé íóìàð
1. Ìûñëåííà âûäàëÿåì ãýòóþ âÿðøûíþ i iíöûäýíòíûÿ �åé äóãi ç ãðàôiêà. Ó
çàñòà�óøûìñÿ ïàäãðàôå çíî�ó çíàõîäçiì âÿðøûíþ, �ó ÿêóþ íå �óâàõîäçiöü íi-
âîäíàÿ äóãà i ïðûïiñâàåì �åé íóìàð 2. Ïðàöýñ ïà�óòàðàåì, ïàêóëü óñå âÿðøû-
íi íå àòðûìàþöü íóìàðû. Òàêàÿ íóìàðàöûÿ âÿðøûíü àöûêëi÷íàãà ãðàôà
íàçûâàåööà òàïàëàãi÷íàé ñàðòûðî�óêàé.

1.7.2 Ìåòàä êðûòû÷íàãà øëÿõó

Àäíîé ç ãàëî�óíûõ ìýò ñåòêàâàãà ïëàíàâàííÿ ç'ÿ�óëÿåööà àòðûìàííå iíôàð-
ìàöûi àá ïëàíàâûõ òýðìiíàõ âûêàíàííÿ àñîáíûõ ðàáîò.

Ðàííiÿ i ïîçíiÿ òýðìiíû íàäûõîäó ïàäçåé

Ðàííi òýðìií TEj íàäûõîäó ïàäçåi j �åñöü ðàííi òýðìií çàêàí÷ýííÿ �óñiõ ðàáîò,
ÿêiÿ ëÿæàöü íà øëÿõó ç ïåðøàé ïàäçåi �ó j-þ ïàäçåþ. Òàêiì ÷ûíàì, TEj �åñöü
êîøò ìàêñiìàëüíàãà øëÿõó ç âÿðøûíi 1 ó âÿðøûíþ j, êàëi çà êîøò äóãi
�óçÿöü ïðàöÿãëàñöü âûêàíàííÿ ðàáîò. Ïàðàìåòðû TEj ìîæíà âûëi÷ûöü ïà
íàñòóïíàé ðýêóðýíòíàé ôîðìóëå:

TE1 = 0,
TEj = max

(i,j)∈E
{TEi + tij}, j = 2, . . . , n.
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Ó ñåòêàâûì ãðàôiêó íà ìàë. 1.12 ðàííiÿ òýðìiíû íàäûõîäó ïàäçåé ïðàä-
ñòà�óëåíû �ó ëåâûõ ñåêòàðàõ.

Ðàííi òýðìií íàäûõîäó çàêëþ÷íàé ïàäçåi n ðî�óíû ðàííÿìó òýðìiíó âû-
êàíàííÿ �óñÿãî ïðàåêòà. Òàêiì ÷ûíàì, ðàííi òýðìií çàêàí÷ýííÿ �óñÿãî ïðàåê-
òà ðî�óíû äà�óæûíi ìàêñiìàëüíàãà øëÿõó ç ïà÷àòêîâàé ïàäçåi äà çàêëþ÷íàé
ïàäçåi. Ãýòû øëÿõ íàçûâàåööà êðûòû÷íû øëÿõàì, à ÿãî äà�óæûíÿ � êðû-
òû÷íûì ÷àñàì, ÿêóþ àáàçíà÷àåì T kr. Íà ìàë. 1.12 äóãi êðûòû÷íàãà øëÿõó
íàìàëÿâàíû äçâóìÿ ñòðýëêàìi.

Ïîçíi òýðìií TLj íàäûõîäó ïàäçåi j � ãýòà íàéáîëüø ïîçíi òýðìií íà-
äûõîäó ïàäçåi j, ÿêi íå �óïëûâàå íà ðàííi òýðìií çàêàí÷ýííÿ �óñÿãî ïðàåêòà
�ó öýëûì (êðûòû÷íû ÷àñ). Êàá íå ïàðóøûöü ðàííÿãà òýðìiíó çàâÿðøýííÿ
ïðàåêòà, j-ÿ ïàäçåÿ ïàâiííà íàäûñöi �ó ìîìàíò

TLj = T kr − Ljn,

äçå Ljn � êîøò ìàêñiìàëüíàãà øëÿõó ç j ó n. Ìû ìîæàì âûëi÷ûöü ïàðà-
ìåòðû TLj ïà íàñòóïíàé ðýêóðýíòíàé ôîðìóëå:

TLn = T kr,

TLj = min
(j,i)∈E

{TEi − tij}, j = n− 1, . . . , 1.

Ó ñåòêàâûì ãðàôiêó íà ìàë. 1.12 ïîçíiÿ òýðìiíû íàäûõîäó ïàäçåé ïðàä-
ñòà�óëåíû �ó ïðàâûõ ñåêòàðàõ.

Ðýçåðâ ÷àñó Rj ïàäçåi j � ãýòà ìàêñiìàëüíû ÷àñ, íà ÿêi ìîæà áûöü çàòðû-
ìàíû íàäûõîä ïàäçåi áåç ïàâåëi÷ýííÿ ðàííÿãà òýðìiíó çàêàí÷ýííÿ ïðàåêòà,
ã.çí.,

Rj = TLj − TEj .

Ïàäçåÿ ç íóëÿâûì ðýçåðâàì ÷àñó çíàõîäçiööà íà êðûòû÷íûì øëÿõó. Çà-
òðûìêà íàäûõîäó ëþáîé ïàäçåi íà êðûòû÷íûì øëÿõó ïðûâîäçiöü äà çà-
òðûìêi �óñÿãî ïðàåêòà. Íààäâàðîò, ïàäçåi, ÿêiÿ íå ëÿæàöü íà êðûòû÷íûì
øëÿõó, ìîãóöü áûöü çàòðûìàíû íà ÷àñ, ìåíøû àáî ðî�óíû Rj , i ãýòà íå
ïðûâÿäçå äà ïàâÿëi÷ýííÿ òýðìiíó çàêàí÷ýííÿ �óñÿãî ïðàåêòà. Íà ìàë. 1.12
ðýçåðâû ÷àñó ïàäçåé ïðàäñòà�óëåíû �ó íiæíiæ ñåêòàðàõ.

Ðàííiÿ i ïîçíiÿ òýðìiíû ïà÷àòêó i çàêàí÷ýííÿ ðàáîò

1. Ðàííi òýðìií TEB (i, j) ïà÷àòêó ðàáîòû (i, j) ðî�óíû ðàííÿìó òýðìiíó TEi
íàäûõîäó ïàäçåi i, ïàêîëüêi ðàáîòà (i, j) íå ìîæà áûöü ðàñïà÷àòà, ïàêóëü
íå íàäûäçå ïàäçåÿ i.

2. Ïîçíi òýðìií TLF (i, j) çàêàí÷ýííÿ ðàáîòû (i, j) � ãýòà íàéïàçíåéøû òýð-
ìií çàêàí÷ýííÿ ðàáîòû (i, j) áåç çàòðûìêi òýðìiíó çàêàí÷ýííÿ ïðàåêòà:
TEB (i, j) = TLj .

3. Ðàííi òýðìií TEF (i, j) çàêàí÷ýííÿ ðàáîòû (i, j) âûçíà÷àåööà ôîðìóëàé
TEF (i, j) = TEj + tij .
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3.Ïîçíi òýðìií TLB (i, j) ïà÷àòêó ðàáîòû (i, j) âûçíà÷àåööà ôîðìóëàé TLB (i, j) =
TLj − tij .

×àòûðû ïàêàç÷ûêi ðýçåðâó ÷àñó ðàáîòû

Ãýòûÿ ïàêàç÷ûêi ìîãóöü áûöü âûêàðûñòàíû êiðà�óíiêîì ïðàåêòà ïðû ðàç-
ìåðêàâàííi ðýñóðñà�ó (íàïðûêëàä, ïðàöî�óíûõ) äëÿ âûêàíàííÿ àñîáíûõ ðà-
áîò ïðàåêòà, áî ïðàöÿãëàñöü ðàáîòû çàëåæûöü àä êîëüêàñöi âûäçåëåíûõ
ðýñóðñà�ó.

1. Ñóìàðíû ðýçåðâ RSum(i, j) ÷àñó ðàáîòû (i, j) � ãýòà ìàêñiìàëüíàÿ çà-
òðûìêà ðàáîòû (i, j) áåç çàòðûìêi òýðìiíó àæûööÿ�óëåííÿ �óñÿãî ïðàåêòà:

RSum(i, j) = TLj − TEi − tij .

Äëÿ ðàáîò íà êðûòû÷íûì øëÿõó RSum = 0. Êàëi ðàáîòà (i, j) öàëêàì
âûêàðûñòî�óâàå ñóìàðíû ðýçåðâ, òî �ó ç'ÿâiööà íîâû êðûòû÷íû øëÿõ, ÿêi
ïðàõîäçiöü ïðàç äóãó (i, j).

2. Ñâàáîäíû ðýçåðâ RFree(i, j) ÷àñó ðàáîòû (i, j) � ãýòà ìàêñiìàëüíàÿ çà-
òðûìêà ðàáîòû (i, j), ÿêàÿ íå �óïëûâàå íà ïà÷àòàê íàñòóïíûõ ðàáîò, ã. çí.,
øòî íàñòóïíûÿ ðàáîòû ìîãóöü ïà÷ûíàööà �ó ñâàå ðàííiÿ òýðìiíû:

RFree(i, j) = TEj − TEi − tij .

3. Ãàðàíòàâàíû ðýçåðâ RGar(i, j) ÷àñó ðàáîòû (i, j) � ãýòà ìàêñiìàëüíàÿ
ìàã÷ûìàÿ çàòðûìêà ðàáîòû (i, j), ÿêàÿ íå �óïëûâàå íà òýðìií çàêàí÷ýííÿ
�óñÿãî ïðàåêòà ïðû �óìîâå, øòî ïàïÿðýäíiÿ ðàáîòû âûêîíâàëiñÿ ñà ñïàçíåí-
íåì, ã.çí., çàêàí÷âàëiñÿ �ó ñâàå ïîçíiÿ òýðìiíû.

RGar(i, j) = TLj − (TLi + cij)

4. Íåçàëåæíû ðýçåðâ RInd(i, j) ÷àñó ðàáîòû (i, j) � ãýòà òàêàÿ çàòðûìêà
ðàáîòû (i, j), ÿêàÿ íå �óïëûâàå íà ïà÷àòàê íàñòóïíûõ ðàáîò, ïðû �óìîâå, øòî
�óñå ïàïÿðýäíiÿ ðàáîòû ñêîí÷ûëiñÿ �ó ñâàå ïîçíiÿ òýðìiíû:

RInd(i, j) = max{0, TEj − TLi − tij}

Ïðàöÿã ïðûêëàäó 1.4. Âûíiêi ïðàöû ìåòàäà êðûòû÷íàãà øëÿõó ïðàä-
ñòà�óëåíû �ó òàáë. 1.5. Ó àïîøíiì ñëóïêó ãýòàé òàáëiöû ðýçåðâû ÷àñó ðàáîò
ïðàäñòà�óëåíû �ó íàñòóïíûì ïàðàäêó: (RSum, RFree, RInd, RGar). �

×àñàâàÿ äûÿãðàìà ïðàåêòà

Ìîæíà íàìàëÿâàöü ÷àñàâóþ äûÿãðàìó ïðàåêòà: ïà âîñi Ox � ÷àñ, ÿêi ïðàé-
øî�ó ç ïà÷àòêîâàãà ìîìàíòó, ïà âîñi Oy � ðàáîòû (÷àñàâàÿ äûÿãðàìà äëÿ
ïðûêëàäó 1.4 ïðûâåäçåíà íà ìàë. 1.13).
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Òàáëiöà 1.5:

Ðàá. Äóãà Ïðàö. Ðàííi òýðìií Ïîçíi òýðìií Ðýçåðâû
Ïà÷. Çàê. Ïà÷. Çàê.

A (1, 2) 5 0 5 2 7 (2, 0, 0, 2)
B (1, 3) 3 0 3 1 4 (1, 0, 0, 4)
C (1, 4) 10 0 10 0 10 (0, 0, 0, 0)
D (1, 5) 7 5 12 7 14 (2, 1, 0, 0)

(3, 4) 0 3 3 10 10 (7, 7, 0, 0)
E (3, 5) 10 3 13 4 14 (1, 0, 0, 0)
G (4, 6) 9 10 19 10 19 (0, 0, 0, 0)
F (5, 6) 5 13 19 14 19 (1, 1, 0, 0)
H (6, 7) 4 19 23 19 23 (0, 0, 0, 0)
I (7, 8) 2 23 25 23 25 (0, 0, 0, 0)

-
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0 5 10 15 20 25

Ìàëþíàê 1.13: ×àñàâàÿ äûÿãðàìà ïðàåêòó äà ïðûêëàäó 1.4
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1.8 Öûêëû ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà êîøòó

Äàäçåíû ãðàô G = (V,E) i ôóíêöûÿ c : E → R êîøòà�ó ÿãî äóã. Ïà àíàëîãii
ç çàäà÷àé àá êàðàöåéøûì øëÿõó ìîæíà ñôàðìóëÿâàöü çàäà÷ó àá ìiíiìàëü-
íûì öûêëå, ó ÿêîé ó ãðàôå G òðýáà çíàéñöi (ïðîñòû) öûêë Y ìiíiìàëüíàãà
êîøòó c(Y ). Êàëi êîøòû �óñiõ äóã ðî�óíû −1, òî ìiíiìàëüíûì öûêëàì áóäçå
öûêë ç ìàêñiìàëüíàé êîëüêàñöþ äóã. Òàìó ëþáû àëãàðûòì äëÿ ðàøýííÿ
çàäà÷û àá ìiíiìàëüíûì öûêëå çäîëüíû ïðàâÿðàöü, öi ç'ÿ�óëÿåööà äàäçåíû
ãðàô ãàìiëüòîíàâûì. À ãýòà àçíà÷àå, øòî çàäà÷à àá ìiíiìàëüíûì öûê-
ëå ç'ÿ�óëÿåööà NP-öÿæêàé. ßê ìû �óáà÷ûì íiæýé, çíà÷íà áîëüø ïðîñòàé
ç'ÿ�óëÿåööà çàäà÷à àá ìiíiìàëüíûì ñÿðýäíiì öûêëå.

Ñÿðýäíiì êîøòàì öûêëà Y àðãðàôàG íàçûâàåööà äà÷ûíåííå ÿãî êîøòó
äà êîëüêàñöi ÿãî äóã (öi âÿðøûíü) c(Y )

|Y | . Ó çàäà÷û àá ìiíiìàëüíûì ñÿðýäíiì
öûêëå

µ(G, c) def= min{c(Y )/|Y | : Y � öûêë G}

òðýáà çíàéñöi öûêë ãðàôà G, ÿêi ìàå ìiíiìàëüíû ñÿðýäíi êîøò. Ëiê µ(G, c)
íàçûâàåööà ìiíiìàëüíûì ñÿðýäíiì öûêëi÷íûì êîøòàì ãðàôà G àäíîñíà c.

1.8.1 Àëãàðûòì Êàðïà

Êàëi àðãðàô G íå ç'ÿ�óëÿåööà ìîöíà çâÿçíûì, òî ìû ìîæàì çíàéñöi ìiíi-
ìàëüíû ñÿðýäíi êîøò öûêëà�ó ó êîæíàé ÿãî ìîöíà çâÿçíàé êàìïàíåíöå i âû-
áðàöü ñÿðîä iõ ìiíiìàëüíû. Òàìó áóäçåì ëi÷ûöü, øòî àðãðàô G ç'ÿ�óëÿåööà
ìîöíà çâÿçíûì.

Âûáÿðýì àäâîëüíóþ âÿðøûíþ s ∈ V .

Ëåìà 1.7 Êàëi µ(G, c) = 0, òî

min
v∈V

max
0≤k≤n−1

[
σn(s, v)− σk(s, v)

n− k

]
= 0.

Äîêàç. Òàê ÿê µ(G, c) = 0, òî G ìàå öûêë íóëÿâîãà êîøòó i íå ìàå
öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó. Òàìó êîëüêàñöü äóã ó øëÿõó ìiíiìàëüíàãà êîøòó
ç s ó t íå ïåðà�óçûõîäçiöü n − 1. Íÿõàé d(v) �åñöü êîøò ãýòàãà øëÿõó. Òàäû
σn(s, v) ≥ d(v). Àêðàìÿ òàãî

d(v) = min
0≤k≤n−1

σk(s, v),

σn(s, v)− d(v) = max
0≤k≤n−1

(σn(s, v)− σk(s, v).

Àäêóëü ìàåì

max
0≤k≤n−1

[
σn(s, v)− σk(s, v)

n− k

]
≥ 0. (1.14)

íÿðî�óíàñöü (1.14) ïåðà�óòâàðàåööà �ó ðî�óíàñöü òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi σn(s, v) =
d(v). Àäñþëü âûíiêàå, øòî ìû ìîæàì çàâÿðøûöü äîêàç, êàëi ïàêàæàì, øòî
ìàåööà âÿðøûíÿ v, äëÿ ÿêîé σn(s, v) = d(v). Íÿõàé Y �åñöü öûêë íóëÿâîãà
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êîøòó, i íÿõàé w � âÿðøûíÿ íà ãýòûì öûêëå. Íÿõàé, äàëåé, P (w) � øëÿõ
êîøòó d(v) ç s ó w. Òàäû P (w) ç íàñòóïíûì àáûõîäàì öûêëà Y ëþáóþ êîëü-
êàñöü ðàçî�ó òàêñàìà áóäçå øëÿõàì P ′ ìiíiìàëüíàãà êîøòó ç s ó w. Ìîæíà
ëi÷ûöü, øòî êîëüêàñöü äóã ãýòàãà øëÿõó áîëüøàÿ ÷ûì n. Íÿõàé P ′′ �åñöü
ïà÷àòêîâàÿ ÷àñòêà øëÿõó P ′ äà�óæûíi n, à v � êàí÷àòêàâàÿ âÿðøûíÿ øëÿõó
P ′′. Òàäû P ′′ �åñöü øëÿõ ìiíiìàëüíàãà êîøòó ç s ó v, ã. çí., σn(s, v) = d(v).
�

Òýàðýìà 1.7 Ìàå ìåñöà íàñòóïíàÿ ðî�óíàñöü

µ(G, c) = min
v∈V

max
0≤k≤n−1

[
σn(s, v)− σk(s, v)

n− k

]
. (1.15)

Äîêàç. Êàëi ìû àäûìåì êàíñòàíòó a àä êîøòó êîæíàé äóãi e ∈ E,
òî, âiäàâî÷íà, µ(G, c) ïàìåíüøûööà íà a, σk(s, v) � íà ka, à (σn(s, v) −
σk(s, v))/(n−k) � íà a. Òàìó àáåäçâå ÷àñòêi (1.15) çìåíüøàööà àäíîëüêàâà.

Íÿõàé a = −µ(G, c). Òàäû µ(G, ca) = 0, äçå ca(v, w) def= c(v, w) + a, i òýàðýìà
âûíiêàå ç ëåìû 1.7. �

Àëãàðûòì Êàðïà

1. Âûëi÷âàåì âåëi÷ûíi {σk(s, v)} ïà ðýêóðýíòíàé ôîðìóëå

σk(s, v) = min
(w,v)∈E

(
σk−1(s, w) + c(w, v)

)
, k = 1, . . . , n

ç ïà÷àòêîâûìi çíà÷ýííÿìi

σ0(s, s) = 0, σ0(s, v) =∞, v ∈ V \ s.

2. Çíàõîäçiì âÿðøûíþ v i ëiê k, íà ÿêiõ äàñÿãàåööà çíà÷ýííå µ(G, c).

3. Àäâàðîòíûì õîäàì çíàõîäçiì êàðàöåéøû øëÿõ ç s ó v äà�óæûíi n i
âÿäçÿëÿåì ó iì öûêë ç n− k äóã.

Òýàðýìà 1.8 Êàëi ãðàô G ìîöíà çâÿçíû, çà ÷àñ O(nm), âûêàðûñòî�óâà-
þ÷û O(n2) ÿ÷ýåê ïàìÿöi, àëãàðûòì Êàðïà çíàõîäçiöü öûêë ìiíiìàëüíàãà
ñÿðýäíÿãà êîøòó.

Äîêàç. Êàðýêòíàñöü àëãàðûòìà âûíiêàå ç òýàðýìû 1.7. Àöýíêó ñêëàäà-
íàñöi ìû ïðàïàíóåì ÷ûòà÷àì çðàáiöü ñàìàñòîéíà. �

Ïðûêëàä 1.5 Çíàéñöi öûêë ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà êîøòó �ó ãðàôå, ÿêi
ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 1.14.
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Ìàëþíàê 1.14: Ãðàô äà ïðûêëàäó 1.5

Òàáëiöà 1.6:

v 1 2 3 4 5 6 7
σ0 0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
σ1 ∞ 3 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
σ2 ∞ ∞ ∞ 1 -1 ∞ ∞
σ3 6 ∞ -4 4 ∞ 2 -3
σ4 -3 9 -2 0 ∞ 5 -2
σ5 -1 0 -5 1 5 1 1
σ6 -4 2 -4 -2 -4 2 -3
σ7 -3 -1 -7 0 -2 -1 -6

µ 1 − 1
2 − 3

4 2 2 − 3
4 − 3

4

k 6 5 3 6 6 3 3

Ðýçóëüòàòû ïðàìîãà õîäó àëãàðûòìà ïðàäñòà�óëåíû �ó òàáë. 1.6. Ç ïåðà-
äàïîøíÿãà ðàäêà òàáë. 1.6, ó ÿêiì ïðàäñòà�óëåíû ëiêi

µ(v) def= max
0≤k≤n−1

[
σn(s, v)− σk(s, v)

n− k

]
,

ìû áà÷ûì, øòî

µ(G, c) = min
v∈V

µ(v) = −3
4
,

i ãýòàå çíà÷ýííå äàñÿãàåööà ïðû v = 3 i k = 3. Òàìó öûêë ìiíiìàëüíàãà
ñÿðýäíÿãà êîøòó ìàå n − k = 4 äóãi. Êàá çíàéñöi ãýòû öûêë âûêîíâàåì
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àäâàðîòíû õîä:

σ7(3) = σ6(4)− 5, σ6(4) = σ5(2)− 4,
σ5(2) = σ4(1) + 3, σ4(1) = σ3(3) + 1.

Çíîéäçåí öûêë Y = (3, 1, 2, 4, 3), ñÿðýäíi êîøò ÿêîãà ðî�óíû −3/4.

1.8.2 Äâîéíû ìåòàä

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ðàçãëåäçiì ÿø÷ý àäçií àëãàðûòì äëÿ ïîøóêó ìiíi-
ìàëüíûõ ñÿðýäíiõ öûêëà�ó. Ó êàíöû ïàðàãðàôà ìû àáìÿðêóåì ÿãî íåäàõîïû
i ïåðàâàãi �ó ïàðà�óíàííi ç ìåòàäàì Êàðïà.

Ëåìà 1.8 Ìàå ìåñöà íàñòóïíàÿ ôîðìóëà

µ(G, c) = max
p:V→R

min
(v,w)∈E

cp(v, w). (1.16)

Äîêàç. Ñïðàâÿäëiâàñöü ôîðìóëû (1.16) íåïàñðýäíà âûíiêàå ç äâóõ íà-
ñòóïíûõ ïðîñòûõ íàçiðàííÿ�ó:

• äëÿ ëþáîãà ñàïðà�óäíàãà a ìàå ìåñöà ðî�óíàñöü µ(G, ca) = µ(G, c) + a,
äçå ca(v, w) = c(v, w) + a;

• cp(Y ) = c(Y ) äëÿ ëþáûõ öûêëà Y i ôóíêöûi öýí p (ëåìà 1.2).

Öÿïåð ïàâiííà áûöü çðàçóìåëûì, øòî µ(G, c) ≥ min(v,w)∈E cp(v, w). Òàêñàìà
çðàçóìåëà, øòî �óñå öûêëû ãðàôàG ìàþöü íåàäìî�óíûÿ ïðûâåäçåíûÿ êîøòû
àäíîñíà ôóíêöûi êîøòó c−µ(G,c), ïðû÷ûì, öûêëû ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà
êîøòó áóäóöü ìåöü ïðûâåäçåíû êîøò ðî�óíû íóëþ. Òàìó, çãîäíà âûíiêó 1.1,
iñíóå ôóíêöûÿ öýí p, òàêàÿ, øòî c−µ(G,c)

p (v, w) ≥ 0 äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E. Äëÿ
ãýòàé ôóíêöûi öýí ìîæíà ïðàâåðûöü, øòî µ(G, c) =min{cp(v, w) : (v, w) ∈
E}. �

Íÿõàé p : V → R �åñöü íåéêàÿ ôóíêöûÿ öýí. Ìû áóäçåì íàçûâàöü äóãó
(x, y) ìiíiìàëüíàé àäíîñíà p, êàëi

cp(x, y) = µ(p) def= min
(v,w)∈E

cp(v, w).

Ãðàô G(p) def= (V,E(p)), äçå E(p) def= {(v, w) ∈ E : cp(v, w) = µ(p)}, íàçàâåì
ìiíiìàëüíûì ïàäãðàôàì àäíîñíà p. Ôóíêöûþ öýí p íàçàâåì àïòûìàëüíàé,
êàëi ìiíiìàëüíû ïàäãðàô G(p) ìàå àðöûêë. Ãýòàå àçíà÷ýííå ìû ìàòûâóåì
ôîðìóëàé (1.16), ç ÿêîé âûíiêàå, øòî êîæíû öûêë ãðàôà G(p) ç'ÿ�óëÿåööà
ìiíiìàëüíûì ñÿðýäíiì öûêëàì.

Âåëüìi ïðîñòû àëãàðûòì, ÿêi ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 1.15, øóêàå àïòû-
ìàëüíóþ ôóíêöûþ öýí p. Íà �óâàõîä ïðàöýäóðû min_mean_cycle àêðàìÿ
ãðàôà G i êîøòà�ó äóã c ïàäàåööà ôóíêöûÿ öýí p (íàïðûêëàä, p ≡ 0). Ïåð-
øû öûêë, âûÿ�óëåíû ãýòûì àëãàðûòìàì, ç'ÿ�óëÿåööà öûêëàì ìiíiìàëüíàãà
ñÿðýäíÿãà êîøòó.
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min_mean_cycle(G, c, p)
{
for (; ãðàô G(p) àöûêëi÷íû;) {
Ðýêóðñi�óíà âûëi÷âàåì óçðî�óíi l(v) âÿðøûíü ãðàôà G(p):
êàëi v íå ìàå �óâàõîäçÿ÷ûõ äóã, òî l(v) := 0,
iíàêø l(v) := max

(w,v)∈E(p)
l(w) + 1;

ε := min
(v,w)∈E : l(v)≥l(w)

cp(v, w)− µ(p)
l(v)− l(w) + 1

;

if (ε =∞) return; // ãðàô G àöûêëi÷íû
p := p− εl;

}
}

Ìàëþíàê 1.15: Äâîéíû ìåòàä ïîøóêó ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà öûêëà

Òýàðýìà 1.9 Êàëi ãðàô G íå ç'ÿ�óëÿåööà àöûêëi÷íûì, àëãàðûò íà ìàë.
1.15 çà ÷àñ O(n2m) çíàõîäçiöü öûêë ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà êîøòó.

Äîêàç. Íÿõàé p i p′ �åñöü ôóíêöûÿ öýí ó ïà÷àòêó i �ó êàíöû íåéêàé iòýðà-
öûi.

Òàê ÿê ãðàô G(p) àöûêëi÷íû, òî �óçðîâåíü l(v) êîæíàé âÿðøûíi v ∈ V
àçíà÷àåööà êàðýêòíà i �óñå �óçðî�óíi ìîæíà âûëi÷ûöü çà ÷àñ O(m), âûêàðû-
ñòî�óâàþ÷û ïîøóê ó ãëûáiíþ. Ïðàöýäóðà ïîøóêó �ó ãëûáiíþ áóäóå òàêñàìà
ñÿì'þ âÿðøûííà íåïåðàñÿêàëüíûõ äðýâà�ó ç êîðàíÿìi �ó âÿðøûíÿõ ç íóëÿ-
âûìi �óçðî�óíÿìi. Äóãi ãýòûõ äðýâà�ó íàçûâàþöü äóãàìi äðýâà.

Ïàñëÿ çìåíû öýí ïðûâåäçåíû êîøò êîæíàé äóãi (v, w) íàêiðàâàíàé óïå-
ðàä (l(v) < l(w)) ïàâÿëi÷âàåööà íà ε(l(w) − l(v)). Çàçíà÷ûì, øòî íàêiðà-
âàíûìi �óïåðàä ç'ÿ�óëÿþööà �óñå ìiíiìàëüíûÿ àäíîñíà p äóãi. Òàìó íîâûÿ
ïðûâåäçåíûÿ êîøòû �óñiõ íàêiðàâàíûõ óïåðàä äóã áóäóöü íå ìåíøûìi ÷ûì
µ(p)+ ε, à ïðûâåäçåíûÿ êîøòû äóã äðýâà äàêëàäíà ðî�óíû µ(p)+ ε. Ïðûâåä-
çåíû êîøò äóãi (v, w), äëÿ ÿêîé l(v) ≥ l(w), ïàìÿíøàåööà íà ε(l(w)− l(v)).
Âûáàðàì ε ìû ãàðàíòóåì, øòî äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E,

cp′(v, w) = cp(v, w) + ε(l(w)− l(v)) ≥ µ(p) + ε.

Ñà ñêàçàíàãà âûøýé âûíiêàå, øòî µ(p′) = µ(p) + ε. Ïàêîëüêi �óñå äóãi äðý-
âà çàñòàþööà ìiíiìàëüíûìi i àäíîñíà p′, òî ïàñëÿ çìåíû öýí óçðî�óíi �óñiõ
âÿðøûíü íå ïàìåíøàööà. Áîëüø òàãî, õàöÿ á àäíà äóãà (v, w) ç l(v) ≥ l(w)
(ìåíàâiòà òàÿ, íà ÿêîé äàñÿãàåööà çíà÷ýííå ε) ñòàíå ìiíiìàëüíàé àäíîñíà
p′; �óçðîâåíü âÿðøûíi w ïàâÿëi÷ûööà ïà ìåíøàé ìåðû íà àäçiíêó. Ç ãýòàãà
ìû àäðàçó àòðûìëiâàåì àöýíêó O(n2) íà êîëüêàñöü iòýðàöûé, òàê ÿê ñóìà
�óñiõ óçðî�óíÿ�ó âÿðøûíü íå ìîæà áûöü áîëüøàé (n− 1)(n− 2)/2. �

Ïðûêëàä 1.6 Çíàéñöi ìiíiìàëüíû ñÿðýäíi öûêë ó ãðàôå, ÿêi ïðàäñòà�óëåíû
íà ìàë. 1.16.
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Ìàëþíàê 1.16: Ãðàô äà ïðûêëàäó 1.6

Ïà÷íåì ðàøýííå çàäà÷û äâîéíûì ìåòàäàì ç ôóíêöûi öýí p0 ≡ 0.
1. µ(p0) = 1, à ãðàô G(p0) ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 1.17. Òàê ÿê l =
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1 1

[0]

[0]

[1] [0]

[2]

[3]

Ìàëþíàê 1.17: Ãðàô G(p0)

(0, 1, 0, 2, 0, 3), òî

ε1 = min
{
cp0(2, 5)− µ(p0)
l(2)− l(5) + 1

cp0(3, 1)− µ(p0)
l(3)− l(1) + 1

,
cp0(4, 5)− µ(p0)
l(4)− l(5) + 1

,

=
cp0(6, 3)− µ(p0)
l(6)− l(3) + 1

,

}
= min

{
1
2
, 2, 1,

1
4

}
=

1
4

i p1 = p0 − εl = (0,−1/4, 0,−1/2, 0,−3/4).
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2. µ(p1) = 5/4, à ãðàô G(p1) ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 1.18. Òàê ÿê l =

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

�
�
�
�
�
��

�

@
@
@
@
@
@R

@
@
@
@
@
@R

1

2

3

4

5

6

[0]

[0][1]

[2]

[4] [3]

Ìàëþíàê 1.18: Ãðàô G(p1)

(0, 1, 4, 2, 0, 3), òî

ε2 = min
{
cp1(2, 5)− µ(p1)
l(2)− l(5) + 1

,
cp1(3, 1)− µ(p1)
l(3)− l(1) + 1

,

cp1(3, 4)− µ(p1)
l(3)− l(4) + 1

,
cp1(4, 5)− µ(p1)
l(4)− l(5) + 1

}
= min

{
1
4
,

7
20
,

1
12
,

5
12

}
=

1
12

i p2 = p1 − ε2l = (0,−1/3,−1/3,−2/3, 0,−1).
2. µ(p2) = 4/3, à ãðàô G(p2) ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 1.19. Ãðàô G(p2) ìàå

öûêë Y = (3, 4, 6, 3), ÿêi i ç'ÿ�óëÿåööà öûêëàì ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà êîøòó
�ó ãðàôå G. �

Ó çàêëþ÷ýííå ïàðàãðàôà, ÿê ìû i àáÿöàëi �ó ÿãî ïà÷àòêó, ïàðà�óíàåì
äâîéíû àëãàðûòì ç àëãàðûòìàì Êàðïà. Àöýíêà ïðàöà�åìêàñöi àïîøíÿãà íà
ïàðàäàê ëåïøàÿ, àëå ïàìÿöi �åí ïàòðàáóå òàêñàìà íà ïàðàäàê áîëåé, øòî
ïðû ðàøýííi çàäà÷ âÿëiêàãà ïàìåðó ìîæà ñòàöü âåëüìi ñóð'�åçíàé ïðàáëåìàé.
Àêðàìÿ òàãî, O(n2) � ãýòà àöýíêà êîëüêàñöi iòýðàöûé äâîéíàãà àëãàðûò-
ìà �ó ðàçëiêó íà íàéõóæýéøû âûïàäàê. Íà áîëüøàñöi ïðûêëàäà�ó àëãàðûòì
âûêîíâàå çíà÷íà ìåíø iòýðàöûé i òàìó ÿãî ñêëàäàíàñöü òàêñàìà çíà÷íà
ìåíøàÿ ÷ûì O(n2m). Íÿöÿæêà òàêñàìà çðàçóìåöü, øòî ñêëàäàíàñöü ìåòà-
äà Êàðïà Ω(nm), ã. çí. øòî ÿíà àìàëü àäíàëüêàâàÿ äëÿ �óñiõ ãðàôà�ó ç n
âÿðøûíÿìi i m äóãàìi. Òàìó ìîæíà ÷àêàöü (i ãýòà ñàïðà�óäû òàê), øòî íà
ïðàêòûöû äâîéíû àëãàðûòì ó ñÿðýäíiì ïðàöóå ëåïåé ÷ûì àëãàðûòì Êàðïà.
Òðýáà àäíàê òàêñàìà çà�óâàæûöü, øòî ïðû öýëàëiêàâûõ êîøòàõ àëãàðûòì
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Ìàëþíàê 1.19: Ãðàô G(p2)

Êàðïà ç'ÿ�óëÿåööà "ïî�óíàñöþ"öýëàëiêàâûì (óñå âûëi÷ýííi ïðàâîäçÿööà íàä
öýëûìi ëiêàìi), à äâîéíû ìåòàä ïðàöóå ç äðîáíûìi ëiêàìi (ãë. ïðàêòûêà-
âàííå 3).

1.9 Ïðàêòûêàâàííi

1. Çíàéäçiöå �óñå ðàøýííi �óðà�óíåííÿ�ó Áýëìàíà (1.10) äëÿ ãðàôà, ÿêi ïðàä-
ñòà�óëåíû íà íàñòóïíûì ìàëþíêó.

�
�� �
�� �
��HHj
ZZ}1 2 3-10

1

−1

2. Äàêàæûöå, øòî êàëi �óñå âÿðøûíi ãðàôà G = (V,E) äàñÿãàþööà ç
âÿðøûíi s ∈ V i ãðàô G íå ìàå öûêëà�ó íåäàäàòíàãà êîøòó àäíîñíà
ôóíêöûi c : E → R, òî �óðà�óíåííi Áýëìàíà ìàþöü àäçiíàå ðàøýííå.

3. Ç ÿêîé ïàãðýøíàñöþ òðýáà ïðàâîäçiöü âûëi÷ýííi öýí âÿðøûíü, êàá
çíàéñöi äàêëàäíàå ðàøýííå çàäà÷û àá ìiíiìàëüíûì ñÿðýäíiì öûêëå.
Àöàíiöå ïàìåð ëiêà�ó p(v) äëÿ v ∈ V .

4. Âûðàøûöå ïðûêëàä 1.5 äâîéíûì ìåòàäàì, à ïðûêëàä 1.6 ìåòàäàì
Êàðïà.

5. Äàäçåíû àðãðàô G = (V,E), ôóíêöûÿ êîøòà�ó ÿãî äóã c : E → R,
âÿðøûíÿ s ∈ V , ç ÿêîé äàñÿãàþööà �óñå àñòàòíiÿ âÿðøûíi ãðàôà G.
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Äàêàæûöå, øòî íàñòóïíàÿ çàäà÷à ËÏ ýêâiâàëåíòíà çàäà÷û ïîøóêà
äðýâà êàðàöåéøûõ øëÿõî�ó ó ãðàôå G ç êîðàíåì s:∑

(v,w)∈E

c(v, w)f(v, w) → min

∑
(v,w)∈E(v,V )

f(v, w) =
{
n− 1, v = s,

1, v ∈ V \ s ,

f(v, w) ≥ 0, äëÿ �óciõ (v, w) ∈ E .
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Ãëàâà 2

Ïàòîêi �ó ñåòêàõ

À�óòàìàáiëüíûÿ äàðîãi, ÷ûãóíêà, ýëåêòðû÷íûÿ ñåòêi, ñåòêi êàìóíiêàöûé i
ìíîãiÿ iíøûÿ ôiçi÷íûÿ ñåòêi �óâàéøëi �ó íàøà ïà�óñÿäç�åííàå æûöö�å. ßê ñëåä-
ñòâà, íàâàò äëÿ íåñïåöûÿëiñòà âiäàâî÷íà ïðàêòû÷íàÿ âàæíàñöü i øûðîêàÿ
ðàñïà�óñþäæàíàñöü ñåòàê. Áîëüø òàãî, òàê ÿê ôiçi÷íûÿ õàðàêòàðûñòûêi ñå-
òàê (íàïðûêëàä, �óìîâà çàõàâàííÿ ïàòîêà �ó âóçëàõ) äàïóñêàþöü âåëüìi ïðî-
ñòàå ìàòýìàòû÷íàå àïiñàííå, òî ïðàêòûêi ìîãóöü ë�åãêà çðàçóìåöü íå òîëüêi
ìàòýìàòû÷íûÿ ïàñòàíî�óêi ïàòîêàâûõ àïòûìiçàöûéíûõ çàäà÷, àëå òàêñàìà
i òûÿ iäýi, ÿêiÿ ëÿæàöü ó àñíîâå àëãàðûòìà�ó iõ ðàøýííÿ.

2.1 Ïàòîêi i ãðàô àñòàòíiõ ïðàïóñêíûõ çäîëü-

íàñöåé

Ñåòêàé íàçûâàåööà àðûåíòàâàíû ãðàô G = (V,E) ç ôóíêöûÿé ïðàïóñêíûõ
çäîëüíàñöåé u : E → R ∪ {∞}. Áåç ñòðàòû àãóëüíàñöi äàïóñêàåì, øòî

• G íå ìàå ïàðàëåëüíûõ äóã, ã. çí. E ⊆ V × V ;

• ãðàô G ç'ÿ�óëÿåöà ñiìåòðû÷íûì: ç (v, w) ∈ E âûíiêàå, øòî (w, v) ∈ E.

Ôóíêöûÿ f : E → R íàçûâàåööà ïñå�óäàïàòîêàì, êàëi âûêîíâàþööà
íàñòóïíûÿ �óìîâû

f(v, w) ≤ u(v, w) äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E, (2.1)

f(v, w) = −f(w, v) äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E. (2.2)

Óìîâà (2.1) çàäàå àáìåæàâàííi íà ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi äóã: ïà äóçå
íå ìîæà ïðàöÿêàöü ïàòîê áîëüøàé âåëi÷ûíi ÷ûì ÿå ïðàïóñêíàÿ çäîëüíà-
ñöü. Óìîâà àíòûñiìåòðûi ïàòîêà (2.2) àäëþñòðî�óâàå òîé ôàêò, øòî ïàòîê
âåëi÷ûíi x ç v ó w �åñöü ïàòîê âåëi÷ûíi (−x) ç w ó v. Àäìî�óíûÿ çíà÷åííi ïà-
òîêà �óâåäçåíû òîëüêi äëÿ çðó÷íàñöi àáàçíà÷ýííÿ�ó. Çà�óâàæûì, øòî �ó ãýòûì
âûïàäêó íÿìà ïàòðýáû ðàáiöü àäðîçíåííå ïàìiæ íiæíiìi i âåðõíiìi ïðà-
ïóñêíûìi çäîëüíàñöÿìi äóã: ïðàïóñêíàÿ çäîëüíàñöü äóãi (v, w) ïðàäñòà�óëÿå

35
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�
�� �
��-
c(v, w)

[l(v, w), u(v, w)]

v w �
�� �
��v w
PPq

HHY

c(v, w); u(v, w)

−c(v, w); −l(v, w)

Ìàëþíàê 2.1:

íiæíþþ ïðàïóñêíóþ çäîëüíàñöü àäâàðîòíàé äóãi (w, v). Äîëüø äàêëàäíà,
êàëi ïàòîê f(v, w) ïà äóçå (v, w) ïàâiíåí çàäàâàëüíÿöü óìîâå

l(v, w) ≤ f(v, w) ≤ u(v, w),

òî ìû çàìÿíÿåì äóãó (v, w) ïàðàé ñóïðàöüëåãëûõ äóã (v, w), (w, v) i àçíà÷àåì
iõ êîøòû i ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi òàê, ÿê ãýòà ïðàäñòà�óëåíà íà ìàëþíêó
2.1.

Ç óìî�ó (2.1) i (2.2) âûíiêàå, øòî äëÿ ïñå�óäàïàòîêà çà�óñ�åäû âûêîíâàåööà
u(v, w) + u(w, v) ≥ 0 äëÿ �óñiõ äóã (v, w) ∈ E.

Äëÿ äàäçåíàãà ïñå�óäàïàòîêà f àçíà÷ûì ëiøàê âÿðøûíi v ∈ V

ef (v) =
∑

(w,v)∈E

f(w, v)

ÿê ñóìàðíû ïàòîê, ÿêi öÿ÷ý �ó âÿðøûíþ v. Ìû áóäçåì ãàâàðûöü, øòî âÿðøû-
íÿ v ìàå ëiøàê, êàëi ef (v) > 0, i ìàå äýôiöûò, êàëi ef (v) < 0. Äëÿ âÿðøûíi
v ∈ V óìîâà çàõàâàííÿ ïàòîêà çàäàåööà ðî�óíàñöþ

ef (v) = 0 (2.3)

Öûðêóëÿöûÿé íàçûâàåööà ïñå�óäàïàòîê ç íóëÿâûì ëiøêàì ó êîæíàé âÿð-
øûíi.

Äëÿ ïñå�óäàïàòîêà f àñòàòíÿÿ ïðàïóñêíàÿ çäîëüíàñöü äóãi (v, w) ∈ E
�åñöü uf (v, w) = u(v, w) − f(v, w). Ãðàô àñòàòíiõ ïðàïóñêíûõ çäîëüíàñöåé
Gf = (V,Ef ) äëÿ ïñå�óäàïàòîêà f ìàå ìíîñòâà äóã Ef = {(v, w) ∈ E :
uf (v, w) > 0}.

Ëåìà 2.1 Íÿõàé äàäçåíû äâà ïñå�óäàïàòîêi f i g, ïðû÷ûì ef (v) > eg(v).
Òàäû iñíóå âÿðøûíÿ w ç ef (w) < eg(w) i ïàñëÿäî�óíàñöü ðîçíûõ âÿðøûíü
v = v0, v1, . . . , vl−1, vl = w, òàêàÿ, øòî (vi−1, vi) ∈ Ef i (vi, vi−1) ∈ Eg äëÿ
1 ≤ i ≤ l.

Äîêàç. Àçíà÷ûì àðãðàôû G+ = (V,E+) i G− = (V,E−), äçå

E+ = {(x, y) ∈ E : g(x, y) > f(x, y)},
E− = {(x, y) ∈ E : f(x, y) > g(x, y)}.
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Òàäû E+ ⊆ Ef , òàê ÿê äëÿ (x, y) ∈ E+ ìàåì f(x, y) < g(x, y) ≤ u(x, y).
Àíàëàãi÷íà, E− ⊆ Eg. Áîëüø òàãî, ïà àíòûñiìåòðûi ïàòîêà (x, y) ∈ E+,
êàëi i òîëüêi êàëi (y, x) ∈ E−. Òàìó äàñòàòêîâà ïàêàçàöü, øòî �ó G+ iñíóå
ïðîñòû øëÿõ v = v0, v1, . . . , vl = w ç ef (w) < eg(w).

Íÿõàé S �åñöü ìíîñòâà âÿðøûíü, ÿêiÿ äàñÿãàþööà ç v ó ãðàôå G+ i íÿ-
õàé S = V \ S (ìíîñòâà S ìîæà áûöü ïóñòûì). Äëÿ äóãi (x, y) ∈ E(S, S)
ñïðàâÿäëiâà íÿðî�óíàñöü f(x, y) ≥ g(x, y), áî iíàêø y ∈ S. Àäñþëü ìû ìàåì

−
∑
x∈S

eg(x) =
∑

(x,y)∈E(S,V )

g(x, y)

=
∑

(x,y)∈E(S,S)

g(x, y) +
∑

(x,y)∈E(S,S)

g(x, y)

=
∑

(x,y)∈E(S,S)

g(x, y) (ïà àíòûñiìåòðûi)

≤
∑

(x,y)∈E(S,S)

f(x, y) (âûêîíâàåööà äëÿ êîæíàãà ÷ëåíà)

=
∑

(x,y)∈E(S,S)

f(x, y) +
∑

(x,y)∈E(S,S)

f(x, y) (ïà àíòûñiìåòðûi)

=
∑

(x,y)∈E(S,V )

f(x, y)

= −
∑
x∈S

ef (x).

Òàê ÿê v ∈ S i ef (v) > eg(v), òî äëÿ íåéêàé âÿðøûíi w ∈ S ïàâiííà âûêîí-
âàööà ef (w) < eg(w). �

Êàðûñíàé óëàñöiâàñöþ ïñå�óäàïàòîêà�ó ç'ÿ�óëÿåööà òîé ôàêò, øòî ÿíû ìî-
ãóöü áûòü ðàñêëàäçåíû íà íåâÿëiêóþ êîëüêàñöü ïðûìiòû�óíûõ ýëåìåíòà�ó.
Òàêiìi ïðûìiòû�óíûìi ýëåìåíòàìi ç'ÿ�óëÿþööà ýëåìåíòàðíûÿ ïàòîêi i öûð-
êóëÿöûi.

Ïñå�óäàïàòîê g ó ñåòöû G íàçûâàåööà ýëåìåíòàðíûì ïàòîêàì (öûð-
êóëÿöûÿé) âåëi÷ûíi ε, êàëi ïàäãðàô G ç ìíîñòâàì äóã, íà ÿêiõ g äàäàòíû,
ç'ÿ�óëÿåööà ïðîñòûì øëÿõàì (öûêëàì) i íà �óñiõ äóãàõ ãýòàãà øëÿõó (öûêëà)
âåëi÷ûíÿ ïàòîêà ðî�óíà ε.

Òýàðýìà 2.1 Äëÿ ëþáîãà ïñå�óäàïàòîêà f ó ñåòöû G iñíóå òàêàÿ ñÿì'ÿ
ýëåìåíòàðíûõ ïàòîêà�ó i öûðêóëÿöûé f1, . . . , fk, k ≤ m, øòî

f(v, w) =
k∑
i=1

fi(v, w) äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E. (2.4)

Äîêàç. Iíäóêöûÿé ïà êîëüêàñöi äóã ç íåíóëÿâûì ïàòîêàì. Òýàðýìà âû-
êîíâàåööà, êàëi f ≡ 0. Íÿõàé f � íåíóëÿâû ïñå�óäàïàòîê. Äàïóñöiì, øòî
òýàðýìà âûêîíâàåööà äëÿ �óñiõ ïñå�óäàïàòîêà�ó f ′, òàêiõ, øòî |E(f ′)| < |E(f)|.
Òóò E(f) = {(v, w) ∈ E : f(v, w) > 0}. Ìàã÷ûìû äâà âûïàäêi:
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1) iñíóå âÿðøûíÿ v ∈ V ç äàäàòíûì ëiøêàì ef (v) > 0;

2) ef (v) = 0 äëÿ �óñiõ v ∈ V (f � öûðêóëÿöûÿ).

Âûïàäàê 1. Ïà ëåìå 2.1, ïðûìåíåíàé äëÿ g ≡ 0 i f , iñíóå âÿðøûíÿ w ç
ef (w) < 0 i ïðîñòû øëÿõ w = v0, v1, . . . , vl−1, vl = v ó ãðàôå Gg, äëÿ ÿêîãà
f(vi−1, vi) > 0 äëÿ i = 1, . . . , l. Íÿõàé f1 � ýëåìåíòàðíû ïàòîê, ó ÿêiì ïà
äóãàõ ãýòàãà øëÿõó öÿ÷ý ïàòîê âåëi÷ûíi

ε = f(vj−1, vj) = min
1≤i≤l

f(vi−1, vi).

Àçíà÷ûì ïñå�óäàïàòîê f ′ ïà ïðàâiëó:

f ′(x, y) = f(x, y)− f1(x, y) äëÿ �óñiõ (x, y) ∈ E.

Àäçíà÷ûì, øòî f ′(vj−1, vj) = 0. Òàìó |E(f ′)| < |E(f)| i ïà iíäóêöûéíàìó äà-
ïóø÷ýííþ ïñå�óäàïàòîê f ′ ìîæà áûöü ïðàäñòà�óëåíû ÿê ñóìà ýëåìåíòàðíûõ
ïàòîêà�ó:

f ′(x, y) =
k∑
i=2

fi(x, y) äëÿ �óñiõ (x, y) ∈ E,

äçå k ≤ m. Òàìó

f(x, y) =
k∑
i=1

fi(x, y) äëÿ �óñiõ (x, y) ∈ E.

Âûïàäàê 2. Òàê ÿê f 6≡ 0, òî iñíóå äóãà (v, w) ∈ E ç íåíóëÿâûì ïàòîêàì
f(v, w). Äëÿ êàíêðýòíàñöi áóäçåì ëi÷ûöü, øòî f(v, w) = −f(w, v) > 0 (iíàêø
òðýáà ðàçãëÿäàöü äóãó (w, v)). Ïàáóäóåì ïñå�óäàïàòîê f ïà ïðàâiëó:

f(v, w) = 0; f(x, y) = f(x, y) äëÿ �óñiõ (x, y) ∈ E \ (v, w).

Çðàçóìåëà, øòî ef (v) = −ef (w) = f(v, w) > 0. Òàìó ïà ëåìå 2.1, ïðû-

ìåíåíàé äëÿ g ≡ 0 i f , iñíóå âÿðøûíÿ w ç ef (w) < 0 i ïðîñòû øëÿõ

w = v0, v1, . . . , vl−1, vl = v ó ãðàôå Gg, äëÿ ÿêîãà f(vi−1, vi) > 0 äëÿ �óñiõ
1 ≤ i ≤ l. Íÿõàé f1 � ýëåìåíòàðíàÿ öûðêóëÿöûÿ, ó ÿêîé ïà äóãàõ öûêëà
w = v0, v1, . . . , vl−1, vl, vl+1 = w öÿ÷ý ïàòîê âåëi÷ûíi

ε = min
1≤i≤l+1

f(vi−1, vi) > 0.

Äàëåé äîêàç òàêi æ, ÿê i �ó âûïàäêó 1. �
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2.2 Ôàðìóë�e�óêi êëàñi÷íûõ ïàòîêàâûõ çàäà÷

2.2.1 Çàäà÷à àá ìàêñiìàëüíûì ïàòîêó

Äàäçåíû ñåòêà (G, u), ó ÿêîé âûëó÷àíû äçâå âÿðøûíi s, t ∈ V ; s íàçûâàåööà
âûòîêàì, à t � ñö�åêàì Ïåðàäïàòîêàì íàçûâàåööà ïñå�óäàïàòîê f ç íåàä-
ìî�óíûì ëiøêàì äëÿ �óñiõ âÿðøûíü, çà âûêëþ÷ýííåì s. Ïàòîêàì f ó ñåòöû
G íàçûâàåööà ïñå�óäàïàòîê, ÿêi çàäàâàëüíÿå �óìîâå çàõàâàííÿ ïàòîêà (2.3)
âà �óñiõ âÿðøûíÿõ àêðàìÿ s i t. Âåëi÷ûí�åé ïàòîêà f íàçûâàåööà êîëüêàñöü
ïàòîêà, ÿêi �óöÿêàå �ó ñö�åê |f | = ef (t).Ìàêñiìàëüíû ïàòîê � ãýòà ïàòîê ìàê-
ñiìàëüíàé âåëi÷ûíi. Çàäà÷à àá ìàêñiìàëüíûì ïàòîêó �åñöü çàäà÷à ïîøóêà
ïàòîêà ìàêñiìàëüíàé âåëi÷ûíi �ó äàäçåíàé ïàòîêàâàé ñåòöû (G, u, s, t).

2.2.2 Çàäà÷à àá öûðêóëÿöûi ìiíiìàëüíàãà êîøòó

Ôóíêöûÿ êîøòó �åñöü ñàïðà�óäíàÿ ôóíêöûÿ íà ìíîñòâå äóã c : E → R. Áåç
ñòðàòû àãóëüíàñöi ìû äàïóñêàåì, øòî ÿíà àíòûñiìåòðû÷íàÿ:

c(v, w) = −c(w, v) äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E. (2.5)

Êîøò ïñå�óäàïàòîêà f àçíà÷àåööà ïà ôîðìóëå:

c(f) def=
∑

(v,w)∈E:f(v,w)≥0

f(v, w)c(v, w).

Çàäà÷à àá öûðêóëÿöûi ìiíiìàëüíàãà êîøòó çàêëþ÷àåööà �ó ïîøóêó �ó
ñåòöû (G, u, c) öûðêóëÿöûi, ÿêàÿ ìàå ìiíiìàëüíû êîøò.

Çà�óâàæûì, øòî çàäà÷à àá ìàêñiìàëüíûì ïàòîêó ç'ÿ�óëÿåööà ïðûâàò-
íûì âûïàäêàì çàäà÷û àá öûðêóëÿöûi ìiíiìàëüíàãà êîøòó. Êàá óáà÷ûöü
ãýòà, ðàçãëåäçiì ïàòîêàâóþ ñåòêó (G, u, s, t), äà ÿêîé äàäàäçiì ïàðó íîâûõ
äóã (s, t) i (t, s) ñ u(s, t) = 0, u(t, s) = ∞. Êîøòû çûõîäíûõ äóã âûçíà-
÷ûì ðî�óíûìi íóëþ, à c(s, t) = −c(t, s) = 1. Öûðêóëÿöûÿ ìiíiìàëüíàãà êî-
øòó �ó àòðûìàíàé ñåòöû (Gst, u, c), àáìåæàâàíàÿ íà äóãi çûõîäíàé ñåòêi,
ç'ÿ�óëÿåööà ìàêñiìàëüíûì ïàòîêàì ó (G, u, s, t).

2.2.3 Òðàíñïàðòíàÿ çàäà÷à

Ó äàïà�óíåííå äà ôóêöûé êîøòó c i ïðàïóñêíûõ çäîëüíàñöåé äóã u äàäçå-
íà ôóíêöûÿ ïîïûòó d : V → R òàêàÿ, øòî

∑
v∈V d(v) = 0. Ïñå�óäàïàòîê

íàçûâàåì äàïóø÷àëüíûì, êàëi âûêîíâàþööà íàñòóïíàÿ �óìîâà çàõàâàííÿ:

ef (v) = d(v) äëÿ �óñiõ v ∈ V. (2.6)

Òðàíñïàðòíàÿ çàäà÷à �åñöü çàäà÷à, ó ÿêîé ó òðàíñïàðòíàé ñåòöû (G, u, c, d)
òðýáà çíàéñöi äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê ìiíiìàëüíàãà êîøòó.

Âiäàâî÷íà, øòî çàäà÷à àá öûðêóëÿöûi ìiíiìàëüíàãà êîøòó ç'ÿ�óëÿåööà
ñïåöûÿëüíûì âûïàäêàì òðàíñïàðòíàé çàäà÷û, ó ÿêîé d(v) = 0 äëÿ �óñiõ
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v ∈ V . Ó ñâàþ ÷àðãó, òðàíñïàðòíóþ çàäà÷ó �ó ñåòöû (G, u, c, d) ìîæíà ïå-
ðà�óòâàðûöü ó çàäà÷ó àá öûðêóëÿöûi ìiíiìàëüíàãà êîøòó. Äëÿ ãýòàãà äà G
äàäàäçiì íîâóþ âÿðøûíþ s 6∈ V i ìíîñòâà äóã: {(s, v), (v, s) : v ∈ V, d(v) 6=
0}. Ôóíêöûÿ êîøòó i ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi äààçíà÷àþööà íàñòóïíûì ÷û-
íàì:

• êàëi d(v) > 0, òî

u(v, s) = d(v), c(v, s) = −∞, u(s, v) = 0, c(s, v) =∞;

• êàëi d(v) < 0, òî

u(s, v) = −d(v), c(s, v) = −∞, u(v, s) = 0, c(v, s) =∞.

Íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî àáìåæàâàííå öûðêóëÿöûi �ó ïàáóäàâàíàé ñåòöû
íà äóãi çûõîäíàé ñåòêi áóäçå äàïóø÷àëüíûì ðàøýííåì òðàíñïàðòíàé çàäà-
÷û, ïðû÷ûì àïòûìàëüíàé öûðêóëÿöûi àäïàâÿäàå àïòûìàëüíàå äàïóø÷àëü-
íàå ðàøýííå òðàíñïàðòíàé çàäà÷û.

Äàëåé ìû òàêñàìà áóäçåì ðàçãëÿäàöü âàðûÿíò òðàíñïàðòíàé çàäà÷û,
êàëi �óñå ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi äóã ðî�óíû íóëþ àáî áÿñêîíöàñöi. Òàêi âà-
ðûÿíò çàäà÷û íàçûâàåì òðàíñïàðòíàé çàäà÷àé áåç àáìåæàâàííÿ�ó íà ïðà-
ïóñêíûÿ çäîëüíàñöi.

Çâÿäçåì çàäà÷ó àá öûðêóëÿöûi ìèíèìàëüíàãà êîøòó íà ñåòöû (G, u, c)
äà òðàíñïàðòíàé çàäà÷û áåç àáìåæàâàííÿ�ó íà ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi äóã.
Ñïà÷àòêó äëÿ êîæíàé ïàðû äóã e = (v, w) i e = (w, v), äëÿ ÿêîé àáîäâà ëiêi
u(v, w) i u(w, v) êîíöûÿ, äàäàäçiì íîâóþ âÿðøûíþ e è ÷àòûðû äóãi (v, e),
(e, v), (e, w), (w, e) (ãë. ìàë. 2.2.3). Àòðûìàíóþ ñåòêó àáàçíà÷ûì ïðàç G, u, c.

�
�� �
�� �
��wev

�
�� �
��wv

(c(v, w), u(v, w))

(−c(v, w), u(w, v))

(c(v, w), u(v, w))

(−c(v, w),∞)

(0,∞)

(0, u(w, v))

PPq
PPi

HHj
PPi QQs

QQk

Ìàëþíàê 2.2: Òðàíñôàðìàöûÿ äóã çàäà÷û àá öûðêóëÿöûi

Ïîòûì ïàêëàäçåì d(v) = 0 äëÿ �óñiõ v ∈ V i äëÿ êîæíàé äóãi (v, w), äëÿ ÿêîé
u(v, w) �åñöü êîíöû íåíóëÿâû ëiê, âûêàíàåì íàñòóïíûÿ àïåðàöûi:

d(v) := d(v)− u(v, w),
d(w) := d(w)− u(w, v),

u(v, w) := 0.
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2.3 Êðûòýðûi àïòûìàëüíàñöi

Êðûòýðûi àïòûìàëüíàñöi ç'ÿ�óëÿþöà òîé àñíîâàé, íà ÿêîé áóäóþööà àëãà-
ðûòìû ðàøýííÿ àïòûìiçàöûéíûõ çàäà÷.

2.3.1 Òðàíñïàðòíàÿ çàäà÷à

Ïà÷íåì ç ïðîñòàé ëåìû.

Ëåìà 2.2 Íÿõàé f i g � äàïóø÷àëüíûÿ ïñå�óäàïàòîêi �ó òðàíñïàðòíàé
ñåòöû (G, u, c, d). Òàäû g−f �åñöü äàïóø÷àëüíàÿ öûðêóëÿöûÿ �ó ñåòöû (G, uf , c).

Äîêàç. Òàê ÿê g(v, w)− f(v, w) ≤ u(v, w)− f(v, w) = uf (v, w), òî àáìåæà-
âàííi íà ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi âûêîíâàþööà. Òàê ÿê

eg−f (v) = eg(v)− ef (v) = d(v)− d(v) = 0,

òî òàêñàìà âûêîíâàåööà �óìîâà çàõàâàííÿ ïàòîêà âà �óñiõ âÿðøûíÿõ v ∈ V .
�

Çàðàç ìû ñôàðìóëþåì äâà êðûòýðûi àïòûìàëüíàñöi ïñå�óäàïàòîêà.

Òýàðýìà 2.2 Äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê f ó òðàíñïàðòíàé ñåòöû (G, u, c, d)
àïòûìàëüíû òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi ÿãî ãðàô àñòàòíiõ ïðàïóñêíûõ
çäîëüíàñöåé Gf íå ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó.

Äîêàç. Íåàáõîäíàñöü. Íÿõàé �ó ãðàôå Gf �åñöü öûêë

Γ = (v0, v1, . . . , vl−1, vl = v0)

àäìî�óíàãà êîøòó c(Γ) < 0. Äëÿ

ε
def= min

1≤i≤l
uf (vi−1, vi) > 0

ïàáóäóåì äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê f ′ íàñòóïíûì ÷ûíàì:

f ′(vi−1, vi) = f(vi−1, vi) + ε, i = 1, . . . , l,
f ′(vi, vi−1) = −f ′(vi−1, vi), i = 1, . . . , l,

f ′(v, w) = f(v, w), (v, w) ∈ E \ E(Γ).

Òàê ÿê c(f ′) = c(f) + εc(Γ) < c(f), òî f íå ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì.
Äàñòàòêîâàñöü. Äàïóñöiì, øòî ãðàô Gf íå ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êî-

øòó. Íÿõàé h � àïòûìàëüíû äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê �ó ñåòöû (G, u, c, d).
Ïà ëåìå 2.2 ïñå�óäàïàòîê (h−f) ç'ÿ�óëÿåööà öûðêóëÿöûÿé ó ñåòöû (G, uf , c),
à ïà òýàðýìå 2.1 iñíóå òàêàÿ ñÿì'ÿ ýëåìåíòàðíûõ öûðêóëÿöûé g1, . . . , gk ó
(G, uf , c), øòî

h(v, w)− f(v, w) =
k∑
i=1

gi(v, w) äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E,
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Òàê ÿê

0 ≥ c(h)− c(f)

=
1
2

∑
(v,w)∈E

c(v, w)h(v, w)− 1
2

∑
(v,w)∈E

c(v, w)f(v, w)

=
1
2

∑
(v,w)∈Ef

c(v, w)(h(v, w)− f(v, w))

=
1
2

∑
(v,w)∈Ef

c(v, w)
k∑
i=1

gi(v, w)

=
k∑
i=1

∑
(v,w)∈E

1
2
c(v, w)gi(v, w)

=
k∑
i=1

c(gi) ≥ 0.

Àäñþëü ìàåì, øòî f � òàêñàìà àïòûìàëüíû äàïóñöiìû ïñå�óäàïàòîê. �

Íåïàñðýäíà ç ëåìû 1.2.

Ëåìà 2.3 Äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê f ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì ó òðàíñ-
ïàðòíàé ñåòöû (G, u, c, d) òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi �åí àïòûìàëüíû �ó ñåò-
öû (G, u, cp, d) äëÿ êîæíàé ôóíêöûi öýí p.

Äðóãi êðûòýðûé àïòûìàëüíàñöi äàïóø÷àëüíàãà ïñå�óäàïàòîêà íàñòóïíû.

Òýàðýìà 2.3 Äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê f ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì ó
òðàíñïàðòíàé ñåòöû (G, u, c, d) òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi iñíóå òàêàÿ
ôóíêöûÿ öýí p, øòî âûêîíâàåööà �óìîâà äàïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi

cp(v, w) ≥ 0 äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ Ef . (2.7)

Äîêàç. Ïà òýàðýìå 2.2 ïñå�óäàïàòîê f àïòûìàëüíû òàäû i òîëüêi òàäû,
êàëi ãðàô Gf íå ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó. Çãîäíà âûíiêó 1.1 ãðàô Gf íå
ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi iñíóå òàêàÿ ôóíêöûÿ
p : V → R, ÿêàÿ çàäàâàëüíÿå �óìîâå (2.7). �

Òðàíñïàðòíàÿ çàäà÷à ìîæà íå ìåöü àïòûìàëüíàãà ðàøýííÿ.

Òýàðýìà 2.4 Òðàíñïàðòíàÿ çàäà÷à íà ñåòöû (G, u, c, d) ìàå àïòûìàëüíàå
ðàøýííå òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi ÿíà ìàå äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå i ãðàô
G íå ìàå öûêëà àäìî�óíàãà êîøòó, óñå äóãi ÿêîãà ìàþöü áÿñêîíöóþ ïðà-
ïóñêíóþ çäîëüíàñöü.
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2.3.2 Çàäà÷à àá ìàêñiìàëüíûì ïàòîêó

Âûêàðûñòî�óâàþ÷û òýàðýìó 2.2, àòðûìàåì äâà êðûòýðûi àïòûìàëüíàñöi.

Òýàðýìà 2.5 Ïàòîê f ç'ÿ�óëÿåööà ìàêñiìàëüíûì ïàòîêàì ó ñåòöû (G, u, s, t)
òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi �ó ãðàôå Gf àäñóòíi÷àþöü øëÿõi ç s ó t.

Äîêàç. Äààçíà÷ûì ïàòîê f äà öûðêóëÿöûi �ó ñåòöû (Gst, u, c), ïàêëà�óøû
f(t, s) = ef (t), f(s, t) = −f(t, s). Ïà òýàðýìå 2.2 öûðêóëÿöûÿ f àïòûìàëüíà
òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi �ó ãðàôå Gstf àäñóòíi÷àþöü öûêëû àäìî�óíàãà êîøòó.
Ïà ïàáóäîâå ñåòêi (Gst, u, c) ãðàô Gstf ìàå öûêë àäìî�óíàãà êîøòó òàäû i
òîëüêi òàäû, êàëi �åí �óòðûìëiâàå äóãó (t, s), ã.çí. êàëi �ó Gf �åñöü øëÿõ ç s ó
t. �

Íÿõàé S ⊆ V . Íàãàäàåì, øòî íåïóñòîå ìíîñòâà E(S, V \ S) íàçûâàåööà
ðàçðýçàì. Ðàçðýç E(S, V \ S) íàçûâàåööà s, t-ðàçðýçàì, êàëi S ç'ÿ�óëÿåööà
s, t-ìíîñòâàì, ã. çí. s ∈ S, t 6∈ S. Âåëi÷ûí�åé ðàçðýçà íàçûâàåööà ñóìà ïðà-
ïóñêíûõ çäîëüíàñöåé ÿãî äóã, ã. çí. ëiê δu(S) =

∑
(v,w)∈E(S,V \S) u(v, w). Ôóí-

äàìåíòàëüíàé òýàðýìàé àá ïàòîêàõ ó ñåòêàõ ç'ÿ�óëÿåööà íàñòóïíàÿ òýàðýìà.

Òýàðýìà 2.6 (Ôîðä-Ôàëêåðñàí) Âåëi÷ûíÿ ìàêñiìàëüíàãà ïàòîêà �ó ïà-
òîêàâàé ñåòöû (G, u, s, t) ðî�óíà âåëi÷ûíi ìiíiìàëüíàãà s, t-ðàçðýçà.

Äîêàç. Íÿõàé f � àäâîëüíû ïàòîê ó ñåòöû (G, u, s, t), à E(S, V \ S) �
àäâîëüíû s, t-ðàçðýç. Ñêëà�óøû ðî�óíàñöi

|f | = −ef (s),
0 = −ef (v), v ∈ S \ s,

àòðûìàåì

|f | = −
∑
v∈S

ef (v)

= −
∑
v∈S

∑
(w,v)∈E

f(w, v)

= −
∑

(w,v)∈E(V,S)

f(w, v)

=
∑

(v,w)∈E(S,V )

f(v, w) (2.8)

=
∑

(v,w)∈E(S,V \S)

f(v, w) +
∑

(v,w)∈E(S,S)

f(v, w)

=
∑

(v,w)∈E(S,V \S)

f(v, w)

≤
∑

(v,w)∈E(S,V \S)

u(v, w)

= δu(S).
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Íÿõàé çàðàç f � ìàêñiìàëüíû ïàòîê, à S �åñöü ìíîñòâà âÿðøûíü ãðàôà Gf ,
äàñÿãàåìûõ ç âûòîêà s. Âiäàâî÷íà, øòî s ∈ S, à ïà òýàðýìå 2.5 t 6∈ S. Àêðàìÿ
òàãî, u(v, w) = f(v, w) äëÿ �óñiõ òàêiõ äóã (v, w) ∈ E(S, V \ S). Àëå �ó ãýòûì
âûïàäêó íÿðî�óíàñöü �ó (2.8) ïåðà�óòâàðàåööà �ó ðî�óíàñöü i òàäû |f | = δu(S).
�

Ó ÿêàñöi âûíiêó òýàðýìû Ôîðäà-Ôàëêåðñàíà ñôàðìóëþåì íàñòóïíû êðûò-
ýðûé iñíàâàííÿ öûðêóëÿöûi ó ñåòöû (G, u).

Òýàðýìà 2.7 (Ãîôìàí) Ó ñåòöû (G, u) iñíóå öûðêóëÿöûÿ òàäû i òîëüêi
òàäû, êàëi

δu(X) ≥ 0 äëÿ �óñiõ X ⊆ V. (2.9)

Äîêàç. Íåàáõîäíàñöü. Íÿõàé ó ñåòöû (G, u) iñíóå öûðêóëÿöûÿ f . Òàäû

δu(X) =
∑

(v,w)∈E(X,V \X)

u(v, w)

≥
∑

(v,w)∈E(X,V \X)

f(v, w)

=
∑

(v,w)∈E(X,V )

f(v, w)

= −
∑
v∈X

ef (v) = 0.

Äàñòàòêîâàñöü. Äëÿ ïðàñòàòû ìû àáìÿðêóåì âûïàäàê êîíöàçíà÷íàé
ôóíêöûi u : E → R (àãóëüíû âûïàäàê çàñòàåööà ÷ûòà÷ó). Ïàáóäóåì ïñå�óäàïàòîê
f ïà ïðàâiëó:

êàëi u(v, w) ≥ −u(w, v), òî f(v, w) = −u(w, v) i f(w, v) = u(w, v).

Êàëi ef (v) = 0 äëÿ �óñiõ v ∈ V , òî f � öûðêóëÿöûÿ. Iíàêø ìíîñòâû S =
{v ∈ V : ef (v) > 0} i T = {v ∈ V : ef (v) < 0} íå ïóñòûÿ. Ïàáóäóåì àðãðàô
G′ = (V ′, E′), äçå

V ′
def= V ∪ {s, t}, E′

def= E ∪ {(s, v) : v ∈ S} ∪ {(v, t) : v ∈ T}.

Àçíà÷ûì ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi äóã íàñòóïíûì ÷ûíàì:

u′(s, v) = ef (v), v ∈ S,
u′(v, t) = −ef (v), v ∈ T,
u′(v, w) = u(v, w)− f(v, w), (v, w) ∈ E.

ÍÿõàéM =
∑
v∈S ef (v). Íÿöÿæêà áà÷ûöü, øòî �ó ïàòîêàâàé ñåòöû (G′, u′, s, t)

iñíóå ïàòîê x âåëi÷ûíi M òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi ôóíêöûÿ f + x (àáìå-
æàâàíàÿ íà E) ç'ÿ�óëÿåööà öûðêóëÿöûÿé �ó (G, u). Ïà òýàðýìå 2.6 âåëi÷ûíÿ
ìàêñiìàëüíàãà ïàòîêà �ó (G′, u′, s, t) ðî�óíà M òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi

δu′(X ∪ {s}) ≥M äëÿ �óñiõ X ⊆ V. (2.10)
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Àëå

δu′(X ∪ {s}) =
∑

(v,w)∈E′(X∪{s},V ∪{t}\X)

u′(v, w)

=
∑

(s,w):w∈S\X

u′(s, w) +
∑

(v,t):v∈X∩T

u′(v, t) +

∑
(v,w)∈E(X,V \X)

u′(v, w)

=
∑

w∈S\X

ef (w)−
∑

v∈X∩T
ef (v) +

∑
(v,w)∈E(X,V \X)

(u(v, w)− f(v, w))

=
∑

v∈S\X

ef (v)−
∑

v∈X∩T
ef (v) +

δu(X)−
∑

(v,w)∈E(X,V )

f(v, w)

=
∑

v∈S\X

ef (v)−
∑

v∈X∩T
ef (v) + δu(X) +

∑
v∈X

ef (v)

=
∑

v∈S\X

ef (v)−
∑

v∈X∩T
ef (v) + δu(X) +

∑
v∈X∩S

ef (v) +
∑

v∈X∩T
ef (v)

=
∑
v∈S

ef (v) + δu(X)

= M + δu(X).

Àäñþëü ìàåì, øòî �óìîâû (2.9) i (2.10) ýêâiâàëåíòíû. �

Íà çàêàí÷ýííå ñôàðìóëþåì äâà êàìáiíàòîðíûÿ ñëåäñòâû ç òýàðýìû Ôîðäà-
Ôàëêåðñàíà.

Òýàðýìà 2.8 (Ìåíãåð) Ó àðãðàôå G = (V,E) iñíóå k øëÿõî�ó ç s ó t, ÿêiÿ
íå ìàþöü àãóëüíûõ äóã, òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi ρ(X) ≥ k äëÿ óñiõ s, t-
ïàäìíîñòâà�ó X ⊆ V .

Äîêàç. Ðàçãëåäçåöü ïàòîêàâóþ ñåòêó (G, u, s, t), äçå ïðàïóñêíûÿ çäîëü-
íàñöi �óñiõ äóã ðî�óíû 1, i ïðûìÿíiöü òýàðýìó Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà. �

Òýàðýìà 2.9 (Ê�åíiã) Ìàêñiìàëüíàÿ ìîö ïàðàçëó÷ýííÿ �ó äâóõäîëüíûì ãðà-
ôå G = (V ∪W,E) ðî�óíà ìiíiìàëüíàé êîëüêàñöi âÿðøûíü, ÿêiÿ ïàêðûâàþöü
óñå ðýáðû.
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Äîêàç. Ç'àðûåíòóåì ðýáðû ãðàôà G ó íàïðàìêó àä V äà W . Çàòûì äà-
äàäçiì äà G äçâå íîâûÿ âÿðøûíi s, t 6∈ V ∪W i äâà ìíîñòâû äóã

{(s, v) : v ∈ V }, {(v, t) : v ∈W}.

Ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi u �óñiõ íîâûõ äóã ðî�óíû 1, à äóã ç E � ∞. Àòðûìà-
íóþ ïàòîêàâóþ ñåòêó àáàçíà÷ûì ïðàç (Gs,t, u, s, t). Ïàìiæ ïàðàçëó÷ýííÿìi
�ó ãðàôå G i öýëàëiêàâûìi ïàòîêàìi �ó ñåòöû (Gs,t, u, s, t) iñíóå �óçàåìíà àä-
íàçíà÷íàÿ àäïàâåäíàñöü: ðàáðî (v, w) ∈ E íàëåæûöü ïàðàçëó÷ýííþ òàäû
i òîëüêi òàäû, êàëi f(s, v) = f(v, w) = f(w, t) = 1. Çðàçóìåëà, øòî ìàêñi-
ìàëüíàìó ïàòîêó âåëi÷ûíi k àäïàâÿäàå ïàðàçëó÷ýííå ìîöû k. Ïà òýàðýìå
2.6 iñíóå s, t-ìíîñòâà X, äëÿ ÿêîãà δu(X) = k. Àäçíà÷ûì, øòî íiâîäíàÿ äóãà
ç áÿñêîíöàé ïðàïóñêíîé çäîëüíàñöþ íå íàëåæûöü E(X,V ∪W \ X). Òàìó
ìíîñòâà (V \X) ∪ (W ∩X) ìàå ìîö k i ïàêðûâàå �óñå ðýáðû. �

2.3.3 Ïðûáëiçíàÿ àïòûìàëüíàñöü

Ðàçãëåäçiì òðàíñïàðòíóþ çàäà÷ó íà ñåòöû (G, u, c, d). Êëþ÷àâîå ïàíÿööå
ïðûáëiçíàé àïòûìàëüíàñöi àòðûìëiâàåööà �ó âûíiêó ïàñëàáëåííÿ �óìîâû äà-
ïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi �ó òýàðýìå 2.3. Äëÿ äàäçåíàãà ε ≥ 0 ïñå�óäàïàòîê f
íàçûâàåööà ε-àïòûìàëüíûì àäíîñíà ôóíêöûi öýí p, êàëi

cp(v, w) ≥ −ε äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ Ef . (2.11)

Ïñå�óäàïàòîê f íàçûâàåööà ε-àïòûìàëüíûì, êàëi f ç'ÿ�óëÿåööà ε-àïòûìàëüíûì
àäíîñíà íåéêàé ôóíêöûi öýí p.

Âàæíàÿ �óëàñöiâàñöü ε-àïòûìàëüíàñöi �ó òûì, øòî êàëi êîøòû äóã öýëàëi-
êàâûÿ i ε äàñòàòêîâà ìàëû ëiê, òî ε-àïòûìàëüíû äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê
ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì.

Òýàðýìà 2.10 Êàëi êîøòû �óñiõ äóã öýëàëiêàâûÿ i ε < 1/n, òî äàïóø÷àëü-
íû ε-àïòûìàëüíû ïñå�óäàïàòîê ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì.

Äîêàç. Ðàçãëåäçiì ïðîñòû öûêë ó ãðàôåGf . Ç ε-àïòûìàëüíàñöi ïñå�óäàïàòîêà
f âûíiêàå, øòî ÿãî ïðûâåäçåíû êîøò íå ìåíøû ÷ûì − ε

n > −1. Àëå ïðû-
âåäçåíû êîøò öûêëà ðî�óíû ÿãî çûõîäíàìó êîøòó, ÿêi ïàâiíåí áûöü öýëàëi-
êàâûì i, òàêiì ÷ûíàì, íåàäìî�óíûì. Ç òýàðýìû 2.2 âûâîäçiì, øòî f � àï-
òûìàëüíû ïñå�óäàïàòîê. �

Àçíà÷ýííå ε-àïòûìàëüíàñöi ìàòûâóå ïàñòàíî�óêó íàñòóïíûõ äçâþõ çà-
äà÷:

(Ç1) Äëÿ äàäçåíàãà ïñå�óäàïàòîêà f i êàíñòàíòû ε ≥ 0 çíàéñöi òàêóþ ôóíê-
öûþ öýí p, øòî f ç'ÿ�óëÿåööà ε-àïòûìàëüíûì àäíîñíà p, àáî ïàêà-
çàöü, øòî òàêîé ôóíêöûi öýí íå iñíóå (ã. çí., øòî f íå ç'ÿ�óëÿåööà
ε-àïòûìàëüíûì).
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(Ç2) Äëÿ äàäçåíàãà ïñå�óäàïàòîêà f çíàéñöi íàéìåíøàå ε ≥ 0, òàêîå, øòî f
ç'ÿ�óëÿåööà ε-àïòûìàëüíûì. Òàêîå ε àáàçíà÷ûì ïðàç ε(f).

Ðàçãëåäçiì çàäà÷ó (Ç1). Âûçíà÷ûì íîâûÿ êîøòû cε(v, w) def= c(v, w) + ε
äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E.

Òýàðýìà 2.11 Ïñå�óäàïàòîê f ç'ÿ�óëÿåööà ε-àïòûìàëüíûì, òàäû i òîëü-
êi òàäû, êàëi ãðàô Gf íå ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó àäíîñíà ôóíêöûi
êîøòó cε.

Äîêàç. Êàëi ãðàô Gf íå ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó àäíîñíà cε, iñíóå
ôóíêöûÿ öýí p, øòî cε(v, w) ≥ 0 äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E, öi c(v, w) ≥ −ε äëÿ
�óñiõ (v, w) ∈ E.

Íààäâàðîò, êàëi f � ε-àïòûìàëüíû ïñå�óäàïàòîê, òî iñíóå ôóíêöûÿ öýí
p, øòî cp(v, w) ≥ −ε äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E, öi cεp(v, w) ≥ 0 äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E.
Àëå �ó ãýòûì âûïàäêó (ñëåäñòâà 1.1) ãðàô Gf íå ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà
êîøòó àäíîñíà cε. �

Ç òýàðýìû 2.11 âûíiêàå, øòî çàäà÷à (Ç1) ýêâiâàëåíòíà çàäà÷û ïîøóêà
àäìî�óíàãà öûêëà i ìîæà áûöü âûðàøàíà àëãàðûòìàì Ôîðäà-Áýëìàíà çà
÷àñ O(nm).

Ðàçãëåäçiì öÿïåð çàäà÷ó (Ç2).

Òýàðýìà 2.12 Äëÿ ëþáîãà ïñå�óäàïàòîêà f ìàå ìåñöà ôîðìóëà

ε(f) = max{0,−µ(Gf , c)}.

Äîêàç. Íåïàñðýäíà ç ëåìû 1.8. �

Íàñòóïíàÿ òýàðýìà ïàêàçâàå, øòî êàëi ïðûâåäçåíû êîøò íåéêàé äóãi
iñòîòíà áîëüøû çà áÿãó÷óþ âåëi÷ûíþ ïàìûëêi ε, òî ëþáû àïòûìàëüíû äà-
ïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê ìàå òóþ æ âåëi÷ûíþ ïàòîêà íà ãýòàé äóçå, øòî i
áÿãó÷û ïñå�óäàïàòîê.

Òýàðýìà 2.13 Íÿõàé äàäçåíû êàíñòàíòû ε > 0 i ε′ ≥ 0. Êàëi äàïóø÷àëü-
íû ïñå�óäàïàòîê f ç'ÿ�óëÿåööà ε-àïòûìàëüíûì àäíîñíà ôóíêöûi öýí p, i äëÿ
äóãi (v, w) ∈ E âûêîíâàåööà �óìîâà |cp(v, w)| ≥ n(ε+ ε′), òî òàäû f(v, w) =
f ′(v, w) äëÿ êîæíàãà äàïóø÷àëüíàãà ε′-àïòûìàëüíàãà ïñå�óäàïàòîêà f ′.

Äîêàç. Ç ïðû÷ûíû àíòûñiìåòðûi ôóíêöûi êîøòó äàñòàòêîâà äàêàçàöü
òýàðýìó äëÿ âûïàäêó cp(v, w) ≥ n(ε + ε′). Íÿõàé f ′ �åñöü äàïóø÷àëüíû
ïñå�óäàïàòîê, äëÿ ÿêîãà f ′(v, w) 6= f(v, w). Òàê ÿê cp(v, w) > ε, òî f(v, w) =
−u(w, v), i òàìó ç f ′(v, w) 6= f(v, w) ìàåì f ′(v, w) > f(v, w). Äàêàæàì, øòî
f ′ íå ç'ÿ�óëÿåööà ε′-àïòûìàëüíûì i, òûì ñàìûì, òýàðýìà áóäçå äàêàçàíà.

Ðàçãëåäçiì ïàäãðàô G> = (V,E>), äçå

E>
def= {(x, y) ∈ E : f ′(x, y) > f(x, y)},
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ãðàôà Gf . Çàçíà÷ûì, øòî (v, w) ç'ÿ�óëÿåööà äóãîé ãðàôà G>. Òàê ÿê (f ′ −
f) �åñöü äàïóø÷àëüíàÿ öûðêóëÿöûÿ �ó ñåòöû (G, uf , c), òî G> ïàâiíåí ìåöü
ïðîñòû öûêë Γ, ÿêi ïðàõîäçiöü ïðàç äóãó (v, w). Íÿõàé Γ ìàå l äóã. Òàê ÿê
óñå äóãi öûêëà Γ íàëåæàöü Gf , òî ÿãî êîøò íå ìåíøû ÷ûì

cp(v, w)− (l − 1)ε ≥ n(ε+ ε′)− (n− 1)ε > nε′.

Çàðàç ðàçãëåäçiì öûêë Γ , ÿêi àòðûìëiâàåööà ç Γ çàìåíàé óñiõ äóã íà
àäâàðîòíûÿ. Çà�óâàæûì, øòî Γ �åñöü öûêë ãðàôà Gf ′ . Ïà àíòûñiìåòðûi

c(Γ) = −c(Γ) < −nε′.

Òàìó µ(Gf ′ , c) < −ε′, à ïà òýàðýìå 2.12 âûíiêàå, øòî ε(f ′) > ε′. �

Êàá ñôàðìóëÿâàöü âàæíû âûíiê òýàðýìû 2.12, óâÿäçåì íàñòóïíàå àçíà-
÷åííå. Äóãó (v, w) íàçûâàåì ε-ôiêñàâàíàé, êàëi ïàòîê ïà �åé àäíîëüêàâû äëÿ
�óñiõ äàïóø÷àëüíûõ ε-àïòûìàëüíûõ ïñå�óäàïàòîêà�ó.

Âûíiê 2.1 Íÿõàé ε > 0 i äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê f ç'ÿ�óëÿåööà ε-àïòûìàëüíûì
àäíîñíà ôóíêöûi öýí p. Êàëi |cp(v, w)| ≥ 2nε, òî äóãà (v, w) ç'ÿ�óëÿåööà ε-
ôiêñàâàíàé.

Äîêàç. Íåïàñðýäíà ç òýàðýìû 2.13, êàëi ïàêëàñöi ε′ = ε. �

Àçíà÷ûì ìíîñòâà Fε óñiõ ε-ôiêñàâàíûõ äóã. Íàñòóïíàÿ òýàðýìà ç'ÿ�óëÿåööà
àñíî�óíûì iíñòðóìåíòàì ïðû àòðûìàííi ïàëiíàìiÿëüíûõ àöýíàê ñêëàäàíà-
ñöi àëãàðûòìà�ó.

Òýàðýìà 2.14 Íÿõàé ε = ε(f) äëÿ íåéêàãà äàïóø÷àëüíàãà ïñå�óäàïàòîêà f
i ε′ ≤ ε/2n . Òàäû Fε ç'ÿ�óëÿåööà �óëàñíûì ïàäìíîñòâàì Fε′ .

Äîêàç. Òàê ÿê êîæíû ε′-àïòûìàëüíû äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê ç'ÿ�óëÿåööà
òàêñàìà ε-àïòûìàëüíûì, òî Fε ⊆ Fε′ . Êàá ïàêàçàöü, øòî �óëó÷ýííå ç'ÿ�óëÿåööà
�óëàñíûì, íàì òðýáà ïàêàçàöü, øòî �åñöü ε′-ôiêñàâàíàÿ äóãà, ÿêàÿ íå ç'ÿ�óëÿåööà
ε-ôiêñàâàíàé. Òàê ÿê ε = ε(f), òî iñíóå òàêàÿ ôóíêöûÿ öýí p, øòî f ç'ÿ�óëÿåööà
ε-àïòûìàëüíûì àäíîñíà p. Àêðàìÿ òàãî, ãðàô Gf ìàå ïðîñòû öûêë Γ, óñå
äóãi ÿêîãà ìàþöü ïðûâåäçåíû êîøò −ε. Òàê ÿê ïàâåëi÷ýííå ïñå�óäàïàòîêà f
óçäî�óæ Γ çàõî�óâàå ε-àïòûìàëüíàñöü, òî äóãi Γ íå ç'ÿ�óëÿþööà ε-ôiêñàâàíûìi.

Ïàêàæàì, øòî ïà ìåíøàé ìåðû àäíà äóãà öûêëà Γ ç'ÿ�óëÿåööà ε′-ôiêñà-
âàíàé. Íÿõàé f ′ �åñöü äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê, ÿêi ε′-àïòûìàëüíû àäíîñíà
ôóíêöûi öýí p′. Òàê ÿê ñÿðýäíi êîøò öûêëà Γ ðî�óíû −ε, òî �åí ìàå äóãó
(v, w), äëÿ ÿêîé cp′(v, w) ≤ −ε ≤ −2nε′. Ïà âûíiêó 2.1 äóãà (v, w) ç'ÿ�óëÿåööà
ε′-ôiêñàâàíàé. �



Ãëàâà 3

Çàäà÷à àá ìàêñiìàëüíûì

ïàòîêó

Íàãàäàåì, øòî çàäà÷à àá ìàêñiìàëüíûì ïàòîêó �åñöü çàäà÷à ïîøóêà ïàòîêà
ìàêñiìàëüíàé âåëi÷ûíi �ó äàäçåíàé ïàòîêàâàé ñåòöû (G, u, s, t) (ãë. � 2.2.1).
Òðýáà òàêñàìà àäçíà÷ûöü, øòî ïðàöýäóðà äëÿ âûðàøýííÿ çàäà÷û àá ìàêñè-
ìàëüíûì ïàòîêó ÷àñòà ïðûìÿíÿþööà ÿê ïàäïðàãðàìà ïðû ðàøýííi øýðàãó
áîëüø ñêëàäàíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ è ñåòêàõ. Çâû÷àéíà òàêàÿ ïàäïðàãðàì-
ìà âûêëiêàåööà øìàòðàçîâà, i òàìó ÿíà ïàâiííà âûêîíâàööà âåëüìi õóòêà.
Ãýòûì àáóìî�óëåíà òîå, øòî ðàñïðàöî�óöû ýôåêòû�óíûõ àëãàðûòìà�ó äëÿ âû-
ðàøýííÿ çàäà÷û àá ìàêñèìàëüíûì ïàòîêó �óäçÿëàñÿ øìàò óâàãi.

3.1 Àëãàðûòì àäìåòàê

Äëÿ âûðàøýííÿ çàäà÷û àá ìàêñiìàëüíûì ïàòîêó ç òýàðýìû 2.5 íåïàñðýäíà
àòðûìëiâàåì àëãàðûòì àäìåòàê Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, ÿêi ïðàäñòà�óëåíû íà
ìàë. 3.1.

Àëãàðûòì àäìåòàê âûêàðûñòî�óâàå äçâå ïðàöýäóðû: �nd_path i augment.
Ïðàöýäóðà �nd_path ó ãðàôå Gf çíàõîäçiöü øëÿõ ç âûòîêó s ó ñö�åê t, ÿêi
çàäàåööà ç äàïàìîãàé óêàçàëüíiêà�ó parent. Êàëi ïàñëÿ çàêàí÷ýííÿ ïðàöý-
äóðû �nd_path ìåòêà parent(t) = nil, òî �ó ãðàôå Gf íÿìà øëÿõî�ó ç s ó t. Ó
ãýòûì âûïàäêó áÿãó÷û ïàòîê ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì i àëãàðûòì àäìåòàê
ñïûíÿåööà. Ïðàöýäóðà augment çíàõîäçiöü ìiíiìàëüíóþ àñòàòíþþ ïðàïóñê-
íóþ çäîëüíàñöü ε äóãà�ó çíîéäçåíàãà øëÿõó i äàäàòêîâà ïðàâîäçiöü ε àäçiíàê
ïàòîêà �óçäî�óæ ãýòàãà øëÿõó.

Àëãàðûòì àäìåòàê ïàêiäàå íåêàòîðóþ ñâàáîäó �ó âûáàðû øëÿõó äëÿ ïà-
âåëi÷ýííÿ ïàòîêà. Äçiíiö, à çàòûì Ýäìàíäñ i Êàðï, ïðàïàíàâàëi ìàäûôiêà-
öûþ àëãàðûòìà, ó ÿêîé ïàâåëi÷ýííå ïàòîêà ïðàâîäçiööà �óçäî�óæ øëÿõî�ó ç
s ó t êàðàöåéøàé äà�óæûíi. Ãýòóþ ìàäûôiêàöûþ ìû íàçûâàåì àëãàðûòìàì
Ýäìàíäñà-Êàðïà (àëãàðûòì Äçiíiöà âûêàðûñòî�óâàå, àêðàìÿ ãýòàé, iíøûÿ
iäýi i ç'ÿ�óëÿåööà áîëüø ýôåêòû�óíûì). ßå ìû àòðûìàåì, êàëi �ó ïðàöåäó-

49



50 Ãëàâà 3. Çàäà÷à àá ìàêñIìàëüíûì ïàòîêó

labeling_algorithm(V,E, u, s, t, f) // f � ïà÷àòêîâû ïàòîê,
// íàïðûêëàä, f(v, w) = 0 äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E
{
for (;;) {
�nd_path(G, u, s, t, f, parent);
if (parent(t) = nil) return;
augment(u, s, t, f, parent);

}
}

�nd_path(G, u, s, t, f, parent)
{
Q := {s};
for (v ∈ V ) parent(v) := nil; parent(s) := s;
for (;Q 6= ∅;) {
v ← Q; // âûáiðàåì âÿðøûíþ ç Q
for ((v, w) ∈ Ef (v, V )) if (parent(w) = nil) {
Q← w; parent(w) := v;
if (w = t) return;

}
}

}

augment(u, s, t, f, parent)
{
ε :=∞;
for (v := parent(w := t); v 6= s; v := parent(w := v))

ε := min{ε, uf (v, w)};
// ïàâÿëi÷âàåì ïàòîê
for (v := parent(w := t); v 6= s; v := parent(w := v))

{f(v, w) := f(v, w) + ε; f(w, v) := −f(w, v);}
}

Ìàëþíàê 3.1: Àëãàðûòì àäìåòàê

ðû �nd_path ñïiñ Q àðãàíiçàâàöü �ó âûãëÿäçå ÷àðãi. ßê ìû �óáà÷ûì ïàçíåé,
ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìà Ýäìàíäñà-Êàðïà ïàëiíàìiÿëüíà çàëåæûöü àä n i
m.

Íÿõàé σf (v) �åñöü àäëåãëàñöü (äà�óæûíÿ êàðàöåéøàãà øëÿõó) àä s äà v ó
ãðàôå Gf (êàëi íÿìà øëÿõó ç s ó v, òî σf (v) = ∞. Ó ãðàôå Gf ðàçãëåäçiì
øëÿõ P êàðàöåéøàé äà�óæûíi ç s ó t. ßñíà, øòî

σf (w) = σf (v) + 1 äëÿ êîæíàé äóãi (v, w) øëÿõó P (3.1)
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Ëåìà 3.1 Íÿõàé f i g àäïàâåäíà ïàòîêi �ó ïà÷àòêó i êàíöû íåéêàé iòýðà-
öûi àëãàðûòìà Ýäìàíäñà-Êàðïà. Òàäû σf (v) ≤ σg(v) äëÿ �óñiõ v ∈ V .

Äîêàç. Ðàçãëåäçiì, ÿê çìåíiööà ãðàô àñòàòíiõ ïðàïóñêíûõ çäîëüíàñöåé
Gf ïàñëÿ ïàâåëi÷ýííÿ ïàòîêà f �óçäî�óæ êàðàöåéøàãà øëÿõó P àä s äà t
íà âåëi÷iíþ ε = min{uf (v, w) : (v, w) ∈ P}. Òàê ÿê ïàòîê ìÿíÿåööà òîëüêi
íà äóãàõ øëÿõó P (i àäâàðîòíûõ äà iõ), òî i ãðàô àñòàòíiõ ïðàïóñêíûõ
çäîëüíàñöåé ìîæà çìÿíiööà òàêñàìà òîëüêi íà ãýòûõ äóãàõ. Ìåíàâiòà, ó
ãðàôå Gg ìîãóöü �óçíiêíóöü íîâûÿ äóãi, ÿêiÿ ç'ÿ�óëÿþööà àäâàðîòíûìi äà
äóã øëÿõó P , i çíiêíóöü êðûòû÷íûÿ äóãi (òûÿ, äëÿ ÿêiõ uf (v, w) = ε) øëÿõó
P . Àäëåãëàñöü äà v ç s ìîæà ïàìåíøûööà òîëüêi òàäû, êàëi äàáàâiööà äóãà
(x, y), äëÿ ÿêîé σf (y) > σf (x) + 1, øòî íåìàã÷ûìà ïà (3.1). �

Ëåìà 3.2 Íà ïðàöÿãó �óñÿãî ÷àñó âûêàíàííÿ àëãàðûòìà Ýäìàíäñà-Êàðïà
äóãà (v, w) ìîæà áûòü êðûòû÷íàé íå áîëüø ÷ûì n ðàçî�ó.

Äîêàç. Ïðû ïàâåëi÷ýííi ïàòîêà f ïà êðûòû÷íàé äóçå (v, w) ÿíà çíiêàå ç
Gf . Äàïóñöiì, øòî ïàçíåé ïðû íîâûì ïàâåëi÷ýííi áÿãó÷àãà ïàòîêà g äóãà
(v, w) ç'ÿ�óëÿåööà çíî�ó. Òàäû σg(v) = σg(w) + 1. Ïà ëåìå 3.1 ìû ìàåì

σf (v) + σf (w) = 2σf (w)− 1 ≤ 2σg(w)− 1 = σg(v) + σg(w)− 2.

Òàê ÿê àäëåãëàñöü àä s äà v íå ïåðà�óçûõîäçiöü n−1, òî âiäàâî÷íà, øòî ëåìà
ñïðàâÿäëiâà. �

Òýàðýìà 3.1 Ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìó Ýäìàíäñà-Êàðïà O(nm2).

Äîêàç. Ïà ëåìå 3.2 àëãàðûòì ðîáiöü íå áîëüø ÷ûì nm ïàâåëi÷ýííÿ�ó ïà-
òîêà. Êîæíàå ïàâåëi÷ýííå ìîæà áûöü âûêàíàíà çà ÷àñ O(m) (O(m) ïàòðà-
áóåööà ïðàöýäóðû �nd_path i O(n) � ïðàöýäóðû augment). Òàìó àãóëüíàÿ
ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìà O(nm2). �

Ïðûêëàä 3.1 Ðàçãëåäçiì ïàòîêàâóþ ñåòêó, ÿêàÿ ïðàäñòà�óëåíà íà ìàë. 3.2.

Ïà÷ûíàåì ðàøàöü çàäà÷ó ç íóëÿâîãà ïàòîêà. Íiæýé ïðûâåäçåíû iòýðà-
öûi àëãàðûòìà àäìåòàê.

1. Q = {s, 1, 2, 3, 4, t}, parent = (nil, s, s, 1, 1, 3). Ïàâÿëi÷âàåì ïàòîê �óçäî�óæ
øëÿõó (s, 1, 3, t) íà ε = min{3, 4, 3} = 3.
2. Q = {s, 2, 3, 4, 1, t}, parent = (nil, 3, s, 2, 2, 4). Ïàâÿëi÷âàåì ïàòîê �óçäî�óæ
øëÿõó (s, 2, 4, t) íà ε = min{8, 1, 5} = 1.
3. Q = {s, 2, 3, 1, 4, t}, parent = (nil, 3, s, 2, 1, 4). Ïàâÿëi÷âàåì ïàòîê �óçäî�óæ
øëÿõó (s, 2, 3, 1, 4, t) íà ε = min{7, 2, 3, 2, 4} = 2.
4. Øëÿõó ç s ó t ó ãðàôå Gf íÿìà. Áÿãó÷û ïàòîê âåëi÷ûíi 6 ìàêñiìàëüíû,
à S = {1, 3, 4, t} � ÿäðî ìiíiìàëüíàãà s, t-ðàçðýçà âåëi÷ûíi δu(S) = 6.

Çìÿíåííi ïàòîêà íà iòýðàöûÿõ àëãàðûòìà ïðàäñòà�óëåíû �ó òàáë. 3.1. �
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Ìàëþíàê 3.2: Ñåòêà äà ïðûêëàäó 3.1

Òàáëiöà 3.1:

Iò. f
(s, 1) (s, 2) (1, 3) (1, 4) (2, 3) (2, 4) (3, t) (4, t)

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 3 0 3 0 0 0 3 0
2 3 1 3 0 0 1 3 1
3 3 3 1 2 2 1 3 3

3.2 Àëãàðûòì Ãîëüäáåðãà i Òàð'ÿíà

Íÿõàé äàäçåí ïåðàäïàòîê f . Áóäçåì êàçàöü, øòî ïåðàäïàòîê f i ôóíêöûÿ
ìåòàê l : V → Z+ óçãîäíåíû, êàëi âûêîíâàåööà íàñòóïíàÿ �óìîâà:

l(t) = 0, l(s) = n i l(v) ≤ l(w) + 1 äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ Ef . (3.2)

Çìÿñòî�óíû ñýíñ ãýòàãà àçíà÷ýííÿ �ó íàñòóïíûì. Íÿõàé ãðàô àäëåãëàñöåé G∗f
àòðûìàíû äàáà�óëåííåì äóãi (s, t) äà ãðàôà Gf . Àçíà÷ûì êîøòû �óñiõ äóã ç
Ef ðî�óíûìi àäçiíöû, à êîøò äóãi (s, t) ðî�óíûì n. Òàäû ë�åãêà áà÷ûöü, øòî
l(v) ≤ df (v, t), äçå df (v, w) �åñöü äà�óæûíÿ êàðàöåéøàãà øëÿõó àä v äà w ó
ãðàôå G∗f .

Òýàðýìà 3.2 Ïàòîê f ìàêñiìàëüíû òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi iñíóå �óçãîäíåíàÿ
ç iì ôóíêöûÿ ìåòàê l.

Äîêàç. Íåàáõîäíàñöü. Íÿõàé f � ìàêñiìàëüíû ïàòîê. Ïà òýàðýìå 2.5 ó
ãðàôå Gf íÿìà øëÿõó ç s ó t. Òàìó ôóíêöûÿ ìåòàê l(v) = df (v, t) äëÿ �óñiõ
v ∈ V áóäçå �óçãîäíåíà ç ïàòîêàì f .

Äàñòàòêîâàñöü. Íÿõàé f i l óçãîäíåíû. Äàïóñöiì, øòî �ó ãðàôå Gf iñíóå
ïðîñòû øëÿõ s = v0, v1, . . . , vk = t. Òàê ÿê l i f óçãîäíåíû, k < n, òî l(vi−1) ≤
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l(vi) + 1 äëÿ 1 ≤ i ≤ k. Ñêëà�óøû ãýòûÿ íÿðî�óíàñöi, àòðûìàåì l(s) − l(t) ≤
k < n, øòî ñóïÿðý÷ûöü óìîâå l(t) = 0, l(s) = n. �

GT-àëãàðûòì ïàäòðûìëiâàå �óçãîäíåíûÿ ïåðàäïàòîê f i ôóíêöûþ ìåòàê
l, êàðýêòóå iõ, âûêàðûñòî�óâàþ÷û àïåðàöûi push i relabel. Äëÿ àïiñàííÿ ãýòûõ
àïåðàöûé íàì áóäóöü ïàòðýáíû íàñòóïíûÿ àçíà÷ýííi. Ìû ãàâîðûì, øòî
âÿðøûíÿ v àêòû�óíàÿ, êàëi

v 6∈ {s, t} i ef (v) > 0.

Íàãàäàì, øòî ïåðàäïàòîê f ç'ÿ�óëÿåööà ïàòîêàì, êàëi íÿìà íiâîäíàé àê-
òû�óíàé âÿðøûíi. Äóãà (v, w) íàçûâàåööà äàïóø÷àëüíàé, êàëi

(v, w) ∈ Ef i l(v) = l(w) + 1.

GT-àëãàðûòì, ïðûâåäçåíû íà ìàë. 3.3, ïà÷ûíàå ðàáîòó ç ïåðàäïàòîêà f ,
ÿêi àçíà÷àåööà íàñòóïíûì ÷ûíàì:

f(s, v) = u(s, v), f(v, s) = −f(s, v) äëÿ �óñiõ äóã (s, v) ∈ E,
f(v, w) = 0 äëÿ àñòàòíiõ äóã.

Ïðàñöåéøû âûáàð ïà÷àòêîâûõ ìåòàê íàñòóïíû:

l(s) = n, i l(v) = 0 äëÿ v ∈ V \ {s}.

À íàéáîëüø äàêëàäíû:

l(v) = df (v, t) äëÿ óñiõ v ∈ V.

Ïðû àïîøíiì âûáàðû ìåòêi ìîãóöü áûòü âûëi÷àíû çà ÷àñ O(m), êàëi âû-
êàðûñòàöü ïîøóê ó øûðûíþ ç ñö�åêà i ç âûòîêà �ó ãðàôå Gf . Óñå àöýíêi,
ÿêiÿ ìû àòðûìàåì äëÿ ñêëàäàíàñöi àëãàðûòìà, ñïðàâÿäëiâû äëÿ ëþáûõ
äàïóø÷àëüíûõ ïà÷àòêîâûõ ìåòàê. Àëå, êàá ñïðàñöiöü äîêàç, ëi÷ûì, øòî
àëãàðûòì ïà÷ûíàå ç ïðàñöåéøûõ ìåòàê. Íà ïðàêòûöû ëåïø ïà÷ûíàöü ç
íàéáîëüø äàêëàäíûõ çíà÷ýííÿ�ó ìåòàê i ïåðûÿäû÷íà êàðýêòàâàöü ìåòêi,
âûêàðûñòî�óâàþ÷û ïîøóê ó øûðûíþ.

GT -àëãàðûòì ïàñëÿäî�óíà âûêîíâàå, ó ëþáûì ïàðàäêó, àïåðàöûi êàðýê-
òûðî�óêi ïàòîêà i ìåòàê push i relabel, ÿêiÿ ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 3.4. Êàëi
íÿìà àêòû�óíûõ âÿðøûíü, àëãàðûòì çàêàí÷âàå ðàáîòó.

Áàçiñíûÿ àïåðàöûi ìàäûôiêóþöü ïåðàäïàòîê f i ìåòêi d. Àïåðàöûÿ
push(v, w) ïàâÿëi÷âàå f(v, w) i ef (w) íà ε = min{ef (v), uf (v, w)}, i ïàìÿíøàå
f(w, v) i ef (v) íà ãýòóþ æ âåëi÷ûíþ. Ïàâåëi÷ýííå íàçûâàåööà íàñû÷àëüíûì,
êàëi ïàñëÿ ÿãî uf (v, w) = 0, i íåíàñû÷àëüíûì ó àäâàðîòíûì âûïàäêó. Àïå-
ðàöûÿ relabel(v) ðîáiöü ìåòêó âÿðøûíi v ðî�óíàé íàéáîëüøàìó çíà÷ýííþ,
ÿêîå íå ïàðóøàå �óìîâû �óçãîäíåíàñöi (3.2).

Öÿïåð ìû ïÿðîéäçåì äà àáãðóíòàâàííÿ êàðýêòíàñöi i àíàëiçó ýôåêòû�óíàñöi
àëãàðûòìà.
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generic(G, u, s, t)
{
// iíiöûÿëiçàöûÿ
for ((v, w) ∈ E) {
f(v, w) := 0;
if (v = s) f(s, w) := u(s, w);
if (w = s) f(v, s) := −u(s, w);

}
for (w ∈ V ) {
if (w = s) l(w) := n; else l(w) := 0;

// ãàëî�óíû öûêë
for (; iñíóå àêòû�óíàÿ âÿðøûíÿ; ) {
âûáðàöü áàçiñíóþ àïåðàöûþ i âûêàíàöü ÿå;

}
}

Ìàëþíàê 3.3: Àëãàðûòì Push and Relabel

push(v, w)
// Ïðûìÿíåííå: v àêòû�óíàÿ i (v, w) äàïóñöiìàÿ
{
ε := min{ef (v), uf (v, w)};
f(v, w) := f(v, w) + ε; f(w, v) := −f(v, w);

}

relabel(v)
// Ïðûìÿíåííå: ef (v) > 0 i l(w) ≥ l(v) äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ Ef (v, V )
{
l(v) := 1 + min(v,w)∈Ef (v,V ) l(w);

}

Ìàëþíàê 3.4: Áàçiñíûÿ àïåðàöûi

Ëåìà 3.3 Íÿõàé f i l - óçãîäíåíûÿ ïåðàäïàòîê i ôóíêöûÿ ìåòàê. Êàëi
âÿðøûíÿ v ∈ V \ {s, t} ìàå ëiøàê, òî äà ÿå ìîæíà ïðûìÿíiöü àäíó ç áàçiñ-
íûõ àïåðàöûé.

Äîêàç. Äëÿ êîæíàé äóãi (v, w) ∈ Ef (v, V ) ìû ìàåì l(v) ≤ l(w) + 1. Êàëi
àïåðàöûþ push íåëüãà ïðûìÿíiöü äà âÿðøûíi v, òî äëÿ �óñiõ äóã (v, w) ∈
Ef (v, V ) ïàâiííà âûêîíâàööà l(v) < l(w)+1, àáî l(w) ≥ l(v). À ãýòà çíà÷ûöü,
øòî äà âÿðøûíi v ïðûìÿíÿëüíàÿ àïåðàöûÿ relabel. �

Ëåìà 3.4 Íà ïðàöÿãó �óñÿãî àëãàðûòìà ôóíêöûÿ ìåòàê íå �óáûâàå. Áîëüø
òàãî, ïàñëÿ àïåðàöûi relabel(v) ìåòêà l(v) ïàâÿëi÷ûööà íå ìåíø ÷ûì íà 1.

Äîêàç. Ïàêîëüêi ìåòêi çìÿíÿþööà òîëüêi àïåðàöûÿìi relabel, òî äàñòàò-
êîâà äàêàçàöü äðóãîå ñöâÿðäæýííå ëåìû. Ïåðàä ïðûìÿíåííåì relabel(v)
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ìû ìàåì l(v) ≤ l(w) äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ Ef (v, V ). Àäãýòóëü âûíiêàå, øòî
l(v) = 1 + min(v,w)∈Ef (v,V ) l(w) ïàñëÿ relabel(v). �

Ëåìà 3.5 Íà ïðàöÿãó �óñÿãî àëãàðûòìà ïåðàäïàòîê i ôóíêöûÿ ìåòàê óç-
ãîäíåíû.

Äîêàç. Äîêàç ïðàâÿäçåì iíäóêöûÿé ïà êîëüêàñöi âûêàíàíûõ áàçiñíûõ
àïåðàöûÿé. Ó ïà÷àòêó àëãàðûòìà ïåðàäïàòîê i ìåòêi �óçãîäíåíû. Äàïóñöiì,
øòî ïåðàäïàòîê f i ôóíêöûÿ ìåòàê l óçãîäíåíû. Ïàêàæàì, øòî àïåðàöûÿ
relabel(v) íå ïàðóøàå óçãîäíåíàñöi ïåðàäïàòîêà i ìåòàê. Äëÿ äóãi (v, w) ∈
Ef (v, V ) ïàñëÿ âûêàíàííÿ àïåðàöûi relabel(v) ãàðàíòóåööà, øòî l(v) ≤ l(w)+
1. Öÿïåð ðàçãëåäçiì äóãó (w, v) ∈ Ef (V, v). Ïà ëåìå 3.4, êàëi l(w) ≤ l(v) + 1
äà àïåðàöûi, òî l(w) < l(v) + 1 ïàñëÿ ÿå.

Öÿïåð ðàçãëåäçiì àïåðàöûþ push(v, w). ßíà ìîæà äàáàâiöü äóãó (w, v)
äà Ef i ìîæà âûäàëiöü äóãó (v, w) ç Ef . Ó ïåðøûì âûïàäêó ìû ìàåì l(w) =
l(v)−1, i �óçãîäíåíàñöü íå ïàðóøàåööà. Ó äðóãiì âûïàäêó ç (3.2) âûäàëÿåööà
àäíî àáìåæàâàííå, øòî, çðàçóìåëà, íå ïàðóøàå �óçãîäíåíàñöi. �

Òýàðýìà 3.3 Ïàñëÿ çàêàí÷ýííÿ àëãàðûòìà ïåðàäïàòîê f ç'ÿ�óëÿåööà ìàê-
ñiìàëüíûì ïàòîêàì.

Äîêàç. Êàëi àëãàðûòì çàâåðøûöü ðàáîòó, òî �óñå âÿðøûíi ç V \ {s, t}
ïàâiííû ìåöü íóëÿâû ëiøàê, òàìó øòî íÿìà àêòû�óíûõ âÿðøûíü. Òàìó f
ïàâiíåí áûòü ïàòîêàì. À òàê ÿê íà ïðàöÿãó �óñÿãî àëãàðûòìà ïåðàäïàòîê i
ìåòêi �óçãîäíåíû, òî ïà òýàðýìå 3.2 ïàòîê f ìàêñiìàëüíû. �

Êëþ÷ äà àíàëiçó ýôåêòû�óíàñöi àëãàðûòìà äàå íàñòóïíàÿ ëåìà, ÿêàÿ
ïàêàçâàå, øòî ìåòêi íå ìîãóöü âûðàñöi âåëüìi ìîöíà.

Ëåìà 3.6 Íà ïðàöÿãó �óñÿãî àëãàðûòìà l(v) ≤ 2n − 1 äëÿ ëþáîé âÿðøûíi
v ∈ V .

Äîêàç. Ëåìà òðûâiÿëüíà äëÿ v = s i v = t. Äàïóñöiì, øòî v ∈ V \
{s, t}. Òàê ÿê àëãàðûòì ìÿíÿå òîëüêi ìåòêi àêòû�óíûõ âÿðøûíü ç äàïàìîãàé
àïåðàöûi relabel, òî äàñòàòêîâà ðàçãëåäçåöü àêòû�óíóþ âÿðøûíþ v. Ïà ëåìå
2.1, òàê ÿê äëÿ ïåðàäïàòîêó àäçiíàé âÿðøûíÿé ç äýôiöûòàì ç'ÿ�óëÿåööà
âûòîê s, ó ãðàôå Gf iñíóå ïðîñòû øëÿõ v = v0, v1, . . . , vk = s, k ≤ n− 1. Òàê
ÿê f i l óçãîäíåíû i (vi−1, vi) ∈ Ef , òî ìû ìàåì l(vi−1) ≤ l(vi) + 1. Òàìó, òàê
ÿê l(vk) = n, òî ìû ìàåì

l(v) = l(v0) ≤ l(vk) + k ≤ n+ (n− 1) = 2n− 1.

�

Ëåìà 3.6 äàçâàëÿå àöàíiöü êîëüêàñöü àïåðàöûé relabel.
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Ëåìà 3.7 Ìàêñiìàëüíàÿ êîëüêàñöü àïåðàöûé relabel äëÿ àäíîé âÿðøûíi íå
áîëüøàÿ, ÷ûì 2n−1, à àãóëüíàÿ iõ êîëüêàñöü íå ïåðà�óçûõîäçiöü (2n−1)(n−
2) < 2n2.

Ëåìà 3.8 Êîëüêàñöü íàñû÷àëüíûõ àïåðàöûé push íå ïåðà�óçûõîäçiöü nm.

Äîêàç. Ðàçãëåäçiì íàñû÷àëüíóþ àïåðàöûþ push(v, w). Ïàñëÿ àäíîé òà-
êîé àïåðàöûi uf (v, w) = 0, i äðóãàÿ òàêàÿ àïåðàöûÿ íå ìîæà çäàðûööà, êàëi
l(w) íå âûðàñöå ïà ìåíøàé ìåðû íà 2, âûêàíàåööà àïåðàöûÿ push(w, v) i
l(v) âûðàñöå íå ìåíüø ÷ûì íà 2. Êàëi ìû ñóïàñòàâiì êîæíàé íàñû÷àëü-
íàé àïåðàöûi push(v, w), çà âûêëþ÷ýííåì ïåðøàé, ïàïÿðýäíÿå ïàâåëi÷ýííå
ìåòêi l(v), òî àòðûìàåì âåðõíþþ ìÿæó n íà êîëüêàñöü òàêiõ àïåðàöûé. �

Íàéáîëüø öiêàâàé ÷àñòêàé àíàëiçó ýôåêòû�óíàñöi àëãàðûòìà ç'ÿ�óëÿåööà
àòðûìàííå àöýíêi íà êîëüêàñöü íåíàñû÷àëüíûõ àïåðàöûé push.

Ëåìà 3.9 Êîëüêàñöü íåíàñû÷àëüíûõ àïåðàöûé push íå ïåðà�óçûõîäçiöü 2n2m
.

Äîêàç. Àçíà÷ûì ïàòýíöûÿë Φ äëÿ áÿãó÷àãà ïåðàäïàòîêà f i ôóíêöûi
ìåòàê l ïà ôîðìóëå Φ =

∑
v:v àêòû�óíàÿ l(v). Ïà ëåìå 3.6 ìàåì 0 ≤ Φ ≤ 2n2.

Êîæíàÿ íåíàñû÷àëüíàÿ àïåðàöûÿ push(v, w) ïàìÿíøàå Φ íå ìåíø ÷ûì íà
1, òàìó øòî push(v, w) ðîáiöü âÿðøûíþ v íåàêòû�óíàé i l(w) = l(v)− 1. Òàê
ÿê Φ = 0 ó ïà÷àòêó i ïàñëÿ çàêàí÷ýííÿ àëãàðûòìà, òî àãóëüíàÿ êîëüêàñöü
íåíàñû÷àëüíûõ àïåðàöûé push íå ïåðà�óçûõîäçiöü ñóìû ïàâåëi÷ýííÿ�ó Φ íà
ïðàöÿãó �óñÿãî àëãàðûòìà. Ïàâåëi÷ýííå ìåòêi âÿðøûíi v íà k ïàâÿëi÷âàå Φ
íà k. Àãóëüíàÿ êîëüêàñöü òàêiõ ïàâåëi÷ýííÿ�ó íå ïåðà�óçûõîäçiöü 2n2. Íà-
ñû÷àëüíàÿ àïåðàöûÿ push ìîæà ïàâÿëi÷ûöü Φ ñàìàå áîëüøàå íà 2n − 2, à
àãóëüíàÿ êîëüêàñöü òàêiõ ïàâåëi÷ýííÿ�ó íå ìîæà áûöü áîëüøàé (2n− 2)nm.
Ñóìàâàííå äàå âåðõíþþ ìÿæó 2n2 + (2n−2)nm ≤ 2n2m íà êîëüêàñöü íåíà-
ñû÷àëüíû àïåðàöûé push. �

Íåïàñðýäíà ç ëåì 3.7�3.9 àòðûìëiâàåì

Òýàðýìà 3.4 GT-àëãàðûòì âûêîíâàå O(n2m) áàçiñíûõ àïåðàöûé.

Ïðûêëàä 3.2 Çíàéñöi ìàêñiìàëüíû ïàòîê ó ñåòöû íà ìàë. 3.5 àëãàðûò-
ìàì "Push and Relabel".

Ïà÷ûíàåì ðàøàöü çàäà÷ó ç ïåðàäïàòîêà f i ôóíêöûi ìåòàê l, ïðàä-
ñòà�óëåíûõ íà ìàë. 3.6.

Íiæýé iäóöü iòýðàöûi àëãàðûòìà.
1. relabel(1); l(1) = 1.
2. relabel(2); l(2) = 1.
3. push(1, 3); f(1, 3) = 4; ef (1) = 1, ef (3) = 4.
4. push(1, 4); f(1, 4) = 1; ef (1) = 0, ef (4) = 1.
5. push(2, 3); f(2, 3) = 2; ef (2) = 6, ef (3) = 6.
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Ìàëþíàê 3.5: Ñåòêà äà ïðûêëàäó 3.2

E (s, 1) (s, 2) (1, 3) (1, 4) (2, 3) (2, 4) (3, t) (4, t)
f 5 8 0 0 0 0 0 0

V s 1 2 3 4 t
ef −13 5 8 0 0 0
l 6 0 0 0 0 0

Ìàëþíàê 3.6:

6. push(2, 4); f(2, 4) = 1; ef (2) = 5, ef (4) = 2.
7. relabel(2); l(2) = 7.
8. relabel(3); l(3) = 1.
9. relabel(4); l(4) = 1.
10. push(2, s); f(s, 2) = 3; ef (2) = 0, ef (s) = −8.
11. push(3, t); f(3, t) = 3; ef (3) = 3, ef (t) = 3.
12. relabel(3); l(3) = 2.
13. push(4, t); f(4, t) = 2; ef (4) = 0, ef (t) = 5.
14. push(3, 1); f(1, 3) = 1; ef (3) = 0, ef (1) = 3.
15. relabel(1); l(1) = 2.
16. push(1, 4); f(1, 4) = 2; ef (1) = 2, ef (4) = 1.
17. relabel(1); l(1) = 3.
18. push(4, t); f(4, t) = 3, ef (4) = 0, ef (t) = 6.
19. push(1, 3); f(1, 3) = 3; ef (1) = 0, ef (3) = 2.
20. relabel(3); l(3) = 4.
21. push(3, 1); f(1, 3) = 1; ef (3) = 0, ef (1) = 2.
22. relabel(1); l(1) = 5.
23. push(1, 3); f(1, 3) = 3; ef (1) = 0, ef (3) = 2.
24. relabel(3); l(3) = 6.
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Òàáëiöà 3.2:
E (s, 1) (s, 2) (1, 3) (1, 4) (2, 3) (2, 4) (3, t) (4, t)
f 3 3 1 2 2 1 3 3

25. push(3, 1); f(1, 3) = 1; ef (3) = 0, ef (1) = 2.
26. relabel(1); l(1) = 7.
27. push(1, s); f(s, 1) = 3; ef (1) = 0, ef (s) = −6.

Òàê ÿê áÿãó÷û ïåðàäïàòîê, ÿêi ïðàäñòà�óëåíû �ó òàáë. 3.2, ç'ÿ�óëÿåööà
ïàòîêàì, òî ãýòà i �åñöü ìàêñiìàëüíû ïàòîê. �

3.3 Ýôåêòû�óíàÿ ðýàëiçàöûÿ àëãàðûòìà

Push and Relabel

Ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìà Push and Relabel çàëåæûöü àä ïàðàäêó ïðûìÿíåí-
íÿ áàçiñíûõ àïåðàöûé i àä äýòàëÿ�ó ðýàëiçàöûi. Íàì ñïàòðýáÿööà íåêàòî-
ðûÿ ñòðóêòóðû äàäçåíûõ äëÿ ïðàäñòà�óëåííÿ ñåòêi i ïåðàäïàòîêà. Äëÿ äóãi
(v, w) ∈ E íåàðûåíòàâàíóþ ïàðó âÿðøûíü {v, w} íàçûâàåì ðàáðîì ãðàôà G.
Êîæíàìó ðàáðó {v, w} ñòàâiì ó àäïàâåäíàñöü òðû çíà÷ýííi: u(v, w), u(w, v)
i f(v, w) = −f(w, v)). Ñïic ðýáðà�ó, iíöûäýíòíûõ âÿðøûíi v, àáàçíà÷ûì ïðàç
E(v). Çàçíà÷ûì, øòî ðàáðî {v, w} íàëåæûöü äâóì ñïiñàì � E(v) i E(w).
Ó ñïicå E(v) çà�óñ�åäû âûëó÷àíà áÿãó÷àå ðàáðî {v, w}, ÿêîå ç'ÿ�óëÿåööà ïåð-
øûì êàíäûäàòàì äëÿ âûêàíàííÿ àïåðàöûi push. Ñïà÷àòêó áÿãó÷ûìi ðýá-
ðàìi ç'ÿ�óëÿþööà ïåðøûÿ ðýáðû ñïiñà�ó. Ðàçãëåäèì ðýàëiçàöûþ ïðàöýäóðû
generic, ó ÿêîé ÿå ãàëî�óíû öûêë âûêîíâàå àïåðàöûþ discharge, ïðûâåäçåíóþ
íà ìàë. 3.7, ïàêóëü �eñöü àêòû�óíûÿ âÿðøûíi.

discharge (v)
Ïðûìÿíåííå: v àêòû�óíàÿ
{
Âûáðàöü áÿãó÷àå ðàáðî {v, w} ó ñïiñå E(v);
for (; ef (v) 6= 0;)
if ((v, w) äàïóø÷àëüíàÿ) push(v, w);
else {
çàìÿíiöü (v, w) íàñòóïíûì ðàáðîì ó E(v));
if ((v, w) ïåðøàå ðàáðî ó ñïiñå E(v)) {
relabel(v); return;

}
}

Ìàëþíàê 3.7: Àïåðàöûÿ discharge
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Àïåðàöûÿ discharge ïðûìÿíÿåööà äà àêòû�óíàé âÿðøûíi v. ßíà ñïðàáóå
âûâåñöi ëiøàê ïàòîêó ç âÿðøûíi v ïðàç áÿãó÷àå ðàáðî {v, w}, êàëi àïåðà-
öûÿ push(v, w) ïðûìÿíiìà. Êàëi íå, òî áÿãó÷àå ðàáðî {v, w} çàìÿíÿåööà
íàñòóïíûì ðàáðîì ó ñïiñå E(v) (áóäåì ëi÷ûöü, øòî íàñòóïíûì ðàáðîì äëÿ
àïîøíÿãà ðàáðà ñïiñà E(v) ç'ÿ�óëÿåööà ïåðøàå ðàáðî). Êàëi íîâàÿ áÿãó÷àå
ðàáðî ç'ÿ�óëÿåööà ïåðøûì ðàáðîì ñïiñà E(v), òî discharge âûêîíâàå àïåðà-
öûþ relabel(v) i çàêà÷âàå ðàáîòó. Ïðàöýäóðà òàêñàìà ñïûíÿåööà ó âûïàäêó,
êàëi âÿðøûíÿ v ñòàíå íåàêòû�óíàé (ef (v) = 0).

Ïåðàéäç�åì äà àáãðóíòàâàííÿ êàðýêòíàñöi ïðàöýäóðû discharge.

Ëåìà 3.10 Àïåðàöûÿ push(v, w) íå ñòâàðàå íîâûõ äàïóø÷àëüíûõ äóã, àëå
ìîæà çðàáiöü äóãó (v, w) íåäàïóø÷àëüíàé.

Äîêàç. Ïàñëÿ âûêàíàííÿ push(v, w) äà ãðàôà Gf äàäàåööà òîëüêi àäíà
íîâàÿ äóãà (w, v), ÿêàÿ íå ìîæà ñòàöü äàïóø÷àëüíàé, òàê ÿê l(w) = l(v) −
1. Êàëi àïåðàöûÿ push(v, w) ç'ÿ�óëÿåööà íàñû÷àëüíàé, òî äóãà (v, w) ñòàíå
íåäàïóø÷àëüíàé. �

Ëåìà 3.11 Ïàñëÿ âûêàíàííÿ àïåðàöûi relabel(v) iñíóå õàöÿ á àäíà äàïóø-
÷àëüíàÿ äóãà, ÿêàÿ âûõîäçiöü ç v, i íÿìà äàïóø÷àëüíûõ äóã, ÿêiÿ �óâàõîäçÿöü
ó v.

Äîêàç. Ïàñëÿ relabel(v) ìàåì l(v) = 1 + min(v,w)∈Ef
l(w). Òàêiì ÷ûíàì,

äëÿ âÿðøûíi w, íà ÿêîé äàñÿãàåööà ìiíiìóì, äóãà (v, w) ñòàíå äàïóø÷àëü-
íàé.

Äàêàæàì çàðàç, øòî ïàñëÿ âûêàíàííÿ relabel(v) ó âÿðøûíþ v íå �óâàõîäçiöü
íiâîäíàÿ äàïóø÷àëüíàÿ äóãà. Êàëi á òàêàÿ äóãà (w, v) iñíàâàëà, òî ïàñëÿ
relabel(v) ìû ìåëi l(w) = l(v)+1. Òàìó ïåðàä relabel(v) áûëî á l(w) > l(v)+1.
Ïà àçíà÷ýííþ ôóíêöûi ìåòàê ìû ïàâiííû çàêëþ÷ûöü, øòî (w, v) 6∈ Ef . À
ïàêîëüêi relabel(v) íå çìÿíÿå ãðàôà Gf , òî i ïàñëÿ ÿå âûêàíàííÿ äóãi (w, v)
íå áóäçå �ó ãðàôå Gf . Àòðûìàíàÿ ñóïÿðý÷íàñòü çàâÿðøàå äîêàç. �

Íàñòóïíàÿ ëåìà ïàêàçâàå, øòî ïðàöýäóðà discharge âûêîíâàå àïåðàöûþ
relabel êàðýêòíà.

Ëåìà 3.12 Ïðàöýäóðà discharge(v) âûêîíâàå àïåðàöûþ relabel(v) òàäû i
òîëüêi òàäû, êàëi ÿíà ïðûìÿíiìà.

Äîêàç. Âiäàâî÷íà, øòî íàì äàñòàòêîâà ïàêàçàöü, øòî �óñå äóãi, ÿêiÿ âû-
õîäçÿöü ç v, íåäàïóø÷àëüíûÿ. Ïðàõîäàì âÿðøûíi v íàçàâåì iíòýðâàë ïà-
ìiæ äçâþìÿ ïàñëÿäî�óíûìi âûêëiêàìi àïåðàöûi relabel(v) (ïà÷àòàê ïåðøàãà
ïðàõîäó ñóïàäàå ç ïà÷àòêàì àëãàðûòìó). Ïà çàâÿðøýííi ïðàõîäó êîæíàÿ
äóãà, ÿêàÿ âûõîäçiöü ç v ñòàíå íåäàïóø÷àëüíàé. Òàê ÿê relabel(v) äà êàíöà
ïðàõîäó íå âûêîíâàåööà, òî �ó âûíiêó ëåìà�ó 3.10 i 3.11 ÿíû çàñòàþööà íåäà-
ïóø÷àëüíûìi i äà êàíöà ïðàõîäó, ã.çí. ïåðàä ÷àðãîâûì âûêëiêàì relabel(v).
�
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Ëåìà 3.13 Âåðñiÿ àëãàðûòìà Push and relabel, ÿêàÿ ãðóíòóåööà íà àïåðà-
öûi discharge, âûêîíâàåööà çà ÷àñ O(nm) ïëþñ àãóëüíû ÷àñ, ïàòðýáíû äëÿ
�óñiõ íåíàñû÷àëüíûõ àïåðàöûé push i íà ïàäòðûìêó àêòû�óíûõ âÿðøûíü.

Ëþáîå ïðàäñòà�óëåííå ìíîñòâà àêòû�óíûõ âÿðøûíü, ÿêîå äàçâàëÿå âû-
êàíàöü óëó÷ýííå, âûäàëåííå i äîñòóï äà àêòû�óíàé âÿðøûíi çà ÷àñ O(1), ó
ñiëó ëåì 3.8 i 3.13 äàçâàëÿå ðýàëiçàâàöü àëãàðûòì, ÿêi ãðóíòóåööà íà àïåðà-
öûi discharge, ç ïðàöà�åìêàñöþ O(nm2) (push ìîæà áûöü ðýàëiçàâàíà çà ÷àñ
O(1)).

Ôiêñóþ÷û ïàðàäàê àïðàöî�óêi àêòû�óíûõ âÿðøûíü, ìû ìîæàì ïàëåïøû-
öü ýôåêòû�óíàñöü àëãàðûòìà. Áûëi ïðàïàíàâàíû äâà íàòóðàëüíûõ ïàðàäêi.
Ïåðøû � FIFO-àëãàðûòì: ïàäòðûìëiâàöü ìíîñòâà àêòû�óíûõ âÿðøûíü ó
âûãëÿäçå ÷àðãi, âûêîíâàöü àïåðàöûþ discharge äëÿ ïåðøàé âÿðøûíi ÷àðãi
i äàäàâàöü íîâóþ àêòû�óíóþ âÿðøûíþ äà êàíöà ÷àðãi. Äðóãi, ìåòàä íàé-
áîëüøàé ìåòêi, âûêîíâàå àïåðàöûþ discharge äëÿ âÿðøûíi ç íàéáîëüøàé
ìåòêàé.

Àïiøàì áîëüø äýòàë�åâà, ÿê ðàáiöü âûáàð âÿðøûíi ç íàéáîëüøàé ìåòêàé.
Äëÿ ãýòàãà ïàäòðûìëiâàåööà ìàñi�ó ìíîñòâà�ó Bi, 0 ≤ i ≤ 2n − 1, i iíäýêñ b.
Ìíîñòâà Bi óòðûìëiâàå �óñå àêòû�óíûÿ âÿðøûíi ç ìåòêàé i. ßíî ç'ÿ�óëÿåööà
äâóõçâÿçíûì ñïiñàì, øòî ïàòðàáóå ÷àñ O(1) äëÿ �óëó÷ýííÿ i ñòîëüêi æ äëÿ
âûäàëåííÿ. Iíäýêñ b �åñöü íàéáîëüøàÿ ìåòêà àêòû�óíàé âÿðøûíi. Ïðû iíi-
öûÿëiçàöûi, êàëi íàñû÷àþööà äóãi, ÿêiÿ âûõîäçÿöü ç âûòîêó s, àòðûìàíûÿ
àêòû�óíûÿ âÿðøûíi ïàìÿø÷àþööà �ó B0, i b = 0. Íà êîæíàé iòýðàöûi àëãàðû-
òì âûáiðàå (i âûäàëÿå) âÿðøûíþ v ∈ Bb, âûêîíâàå discharge(v), i êàðýêòóå
b. Ìåòàä ñïûíÿåööà, êàëi b ñòàíîâiööà àäìî�óíûì, ã. çí., êàëi íÿìà àêòû�óíûõ
âÿðøûíü. Òàêàÿ àïðàöî�óêà àêòû�óíûõ âÿðøûíü, ÿêàÿ ðýàëiçóå ãàëî�óíû öû-
êë àëãàðûòìà Push and Relabel, ïðàäñòà�óëåíà íà ìàë. 3.8.

discharge (v)
Ïðûìÿíåííå: v àêòû�óíàÿ
{
v ← Bb;
old_label := l(v);
discharge(v);
Äàäàöü êîæíóþ âÿðøûíþ w,ÿêàÿ ñòàëà àêòû�óíàé
ïàñëÿ discharge(v), äà Bl(w)

if (l(v) 6= old_label) {
b := l(v); Bb → v; }
else if (Bb = ∅) b := b− 1;

}

Ìàëþíàê 3.8: Ïðîöåäóðà process_vertex

Êàá çðàçóìåöü, ÷àìó ïðàöýäóðà process_vertex êàðýêòíà ïåðàëi÷âàå b,
çà�óâàæûì, øòî discharge(v) öi ïåðàïàìÿ÷àå v, öi ðîáiöü ÿå íåàêòû�óíàé,
àëå íå àäíà÷àñîâà. Ó ïåðøûì âûïàäêó v ç'ÿ�óëÿåööà àêòû�óíàé âÿðøûíÿé
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ç íàéáîëüøàé ìåòêàé, òàìó b òðýáà ïàâÿëi÷ûöü äà çíà÷ýííÿ l(v). Ó äðóãiì
âûïàäêó, ëiøàê ç âÿðøûíi v ïåðàìÿø÷àåööà �ó âÿðøûíi ç ìåòêàìi b − 1.
Òàìó, êàëi ìíîñòâà Bb ïóñòîå, òî b òðýáà ïàìåíøûöü íà àäçiíêó. Àãóëüíû
÷àñ, ÿêi ïàòðýáåí íà êàðýêöûþ b íà ïðàöÿãó �óñÿãî àëãàðûòìà, �åñöü O(n2).

Âóçêiì ìåñöàì ïðû àöýíöû ñêëàäàíàñöi äâóõ ìåòàäà�ó, FIFO i íàéáîëü-
øàé ìåòêi, ç'ÿ�óëÿåööà êîëüêàñöü íåíàñû÷àëüíûõ àïåðàöûÿ�ó push. Ìû àò-
ðûìàåì âåðõíþþ ìÿæó O(n3) íà êîëüêàñöü òàêiõ àïåðàöé ç äàïàìîãàé ïàä-
çÿëåííÿ âûëi÷ýííÿ�ó íà ôàçû, ÿêiÿ àçíà÷àþööà ïà ðîçíàìó äëÿ êîæíàãà ç
ìåòàäà�ó. Äëÿ ìåòàäà FIFO ôàçà 1 óëó÷àå àïåðàöûi discharge, ïðûìÿíÿå-
ìûõ äà âÿðøûíü, ÿêiÿ äàäàþööà �ó ÷àðãó ïðû iíiöûÿëiçàöûi f ; ôàçà i + 1
(i ≥ 1) ñêëàäàåööà ç àïåðàöûé discharge, ïðûìÿíÿåìûõ äà âÿðøûíü, ÿêiÿ
äàäàþööà �ó ÷àðãó íà i-é ôàçå. Äëÿ ìåòàäà íàéáîëüøàé ìåòêi ôàçà àçíà÷à-
åööà ìàêñiìàëüíûì iíòåðâàëàì ÷àñó, íà ïðàöÿãó ÿêîãà çíà÷ýííå b çàñòàåööà
ïàñòàÿííûì.

Ëåìà 3.14 Êîëüêàñöü ôàç äëÿ àëãàðûòìà�ó FIFO i íàéáîëüøàé ìåòêi íå
ïåðà�óçûõîäçiöü 4n2.

Äîêàç. Àçíà÷ûì ïàòýíöûÿë áÿãó÷àãà ïåðàäïàòîêà f i ôóíêöûi ìåòàê l
ïðàç

Φ def= max
v: v àêòû�óíàÿ

l(v);

Φ = 0, êàëi íÿìà àêòû�óíûõ âÿðøûíü. Çàçíà÷ûì, øòî äëÿ àëãàðûòìà íàé-
áîëüøàé ìåòêi Φ = b, çà âûêëþ÷ýííåì ìîìàíòó, êàëi àëãàðûòì ñïûíÿåööà.
Êîëüêàñöü ôàç, ÿêiÿ âûêîíâàþöü àäíó àáî áîëüø àïåðàöûé relabel íå ïå-
ðà�óçûõîäçiöü 2n2 (ëåìà 3.6). Ôàçà, ÿêàÿ íå âûêîíâàå relabel, ïàìÿíøàå Φ
õàöÿ á íà àäçiíêó. Ïà÷àòêîâàå i êàí÷àòêîâàå çíà÷ýííi Φ ðî�óíû íóëþ. Òàìó
êîëüêàñöü ôàç, ÿêiÿ íå ìÿíÿþöü ìåòàê, íå áîëüøàÿ çà ñóìó ïàâåëi÷ýííÿ�ó Φ
íà ïðàöÿãó �óñÿãî àëãàðûòìà. Àëå Φ ïàâÿëi÷âàåööà òîëüêi ïàñëÿ âûêàíàí-
íÿ relabel, ïðû÷ûì, ïàâåëi÷ýííå ìåòêi íà k ìîæà ïàâÿëi÷ûöü Φ íå áîëüø
÷ûì íà k. Òàêiì ÷ûíàì, ñóìà ïàâåëi÷ýííÿ�ó Φ íà ïðàöÿãó �óñÿãî àëãàðûò-
ìà íå áîëüøàÿ çà 2n2, i, çíà÷ûöü, êîëüêàñöü ôàç, ÿêiÿ íå ìÿíÿþöü ìåòàê,
òàêñàìà íå áîëüøàÿ çà 2n2. �

Òýàðýìà 3.5 Ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìà�ó FIFO i íàéáîëüøàé ìåòêi O(n3).

Äîêàç. Àáîäâà àëãàðûòìû âûêîíâàþöü íå áîëüø àäíîé íåíàñû÷àëüíàé
àïåðàöûi push äëÿ êîæíàé âÿðøûíi íà ïðàöÿãó àäíîé ôàçû. Òàìó ïà ëåìå
3.14 àãóëüíàÿ êîëüêàñöü íåíàñû÷àëüíûõ àïåðàöûé push �åñöü O(n3). Àäêóëü
ç ëåìû 3.13 àòðûìëiâàåì ñöâÿðäæýííå òýàðýìû. �
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Ìàëþíàê 3.9: Çàëåæíàñöü ïðàöÿãëàñöi ðàáîò àä âûäàòêà�ó

3.4 Ðàçìåðêàâàííå ðýñóðñà�ó ó ãðàôiêàõ ïðàåê-

òà�ó

Ïðûâÿäçåì ïðûêëàä âåëüìi âàæíàé ó ïðàêòûöû çàäà÷û êiðàâàííÿ ðýñóðñà-
ìi, äëÿ âûðàøýííÿ ÿêîé ïàòðàáóåööà ïðûìÿíåííå àëãàðûòìà ïîøóêó ìiíi-
ìàëüíàãà ðàçðýçà, öi, øòî òîå æ ñàìàå, ìàêñiìàëüíàãà ïàòîêó.

Âåëüìi ÷àñòà âûêàíàííå ÷àñòêi, öi íàâàò óñiõ ðàáîò ïðàåêòà ìîæíà ïàñ-
êîðûöü, êàëi âûëó÷ûöü äàäàòêîâóþ êîëüêàñöü ðýñóðñà�ó. Äàïóñöiì, øòî êi-
ðà�óíiê ïðàåêòà ìîæà àöàíiöü ïðàöÿãëàñöü âûêàíàííÿ ðàáîòû ÿê ôóíêöûþ
àä ñóììû ãðîøàé, âûäçåëåíûõ íà ïðàåêò. Óâÿäçåì íàñòóïíûÿ àáàçíà÷ýííi:

• tij � ïðàöÿãëàñöü ðàáîòû (i, j);

• Lij � ìiíiìàëüíàÿ ïðàöÿãëàñöü ðàáîòû (i, j);

• Uij � ìàêñiìàëüíàÿ ("íàðìàëüíàÿ") ïðàöÿãëàñöü ðàáîòû (i, j);

• cij(tij) � êîøò âûêàíàííÿ ðàáîòû (i, j) çà ÷àñ tij .

Áóäçåì ëi÷ûöü, øòî iñíóå ëiíåéíàÿ çàëåæíàñöü ïðàöÿãëàñöi àä çàòðàò:

cij(tij) = bij − aijtij , äçå Lij ≤ tij ≤ Uij ,

ÿêàÿ àäëþñòðàâàíà íà ìàë. 3.9.
Äëÿ ïðàåêòà, ïðàäñòà�óëåíàãà ñåòêàâûì ãðàôiêàì G = (N,E), òðýáà ïà-

áóäàâàöü ãðàôiê çàëåæíàñöi êðûòû÷íàãà ÷àñó àä çàòðàò íà âûêàíàííå ïðà-
åêòà.

Ïðûêëàä 3.3 Ïàáóäàâàöü ãðàôiê çàëåæíàñöi êðûòû÷íàãà ÷àñó àä êîëü-
êàñöi äàäàòêîâûõ ðýñóðñà�ó ïà äàäçåíûì, ÿêiÿ ïðûâåäçåíû �ó òàáë. 3.3.
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resource_distribution(G,L,U)
{
for ((i, j) ∈ E) tij := Uij ;
k = 0; // k - êîëüêàñöü êðîïàê çëîìó for (;;) {
çíàõîäçiì Rs(i, j) äëÿ �óñiõ (i, j) ∈ E;
tk := Têð; Ck :=

∑
(i,j)∈E cij tij ;

Eêð = {(i, j) ∈ E : Rs(i, j) = 0};
for ((i, j) ∈ Eêð)
if (tij > Lij) u(i, j) := aij ;
else u(i, j) :=∞;

çíàõîäçiì ìiíiìàëüíû 1, n-ðàçðýç Eêð(S, V \ S)
ó ñåòöû (Gêð, u, 1, n);
if (δu(S) =∞) break;
ó ãðàôå G′ = (N,E \ E(S, V \ S)
çíàõîäçiì øëÿõ P ç 1 ó n ìàêñiìàëüíàãà êîøòó t(P );
δ1 := Têð − t(P ) ;
δ2 := min(i,j)∈E(P ) tij − Lij ;
δ := min{δ1, δ2};
for ((i, j) ∈ E(P )) tij := tij − δ;
k := k + 1;

}
}

Ìàëþíàê 3.10: Àëãàðûòì ðàøýííÿ çàäà÷û ðàçìåðêàâàííÿ ðýñóðñà�ó

Òàáëiöà 3.3:

Ïðàöÿãëàñöü Íåïàñðýäíà
Ðàáîòà Uij Lij ïàïÿðýäíiÿ Äóãà bij aij
A 4 4 - (1, 2) 5 0
B 4 3 - (1, 3) 10 2
C 3 1 A (2, 4) 6 1
D 3 1 B (3, 4) 7 1
E 3 2 B (3, 5) 12 3
F 3 3 D,C (4, 6) 7 2
G 2 2 E (5, 6) 1 0
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Ìàëþíàê 3.11:
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Ìàëþíàê 3.12: Ãðàô G1
êð

1. Ñåòêàâû ãðàôiê ç âûíiêàìi ðàçëiêà�ó ïðûâåäçåíû íà ìàë. 3.11. T 1
êð = 10,

C1 = 19. Áóäóåì ãðàô G1
êð (ìàë. 3.12). Ìiíiìàëüíû ðàçðýç ó iì E(S, V \S) =

{(2, 4), (3, 4)}. Áóäóåì ãðàô G1(R) (ìàë. 3.13) i âûêîíâàåì ðàçëiêi. L1
êð = 9,

δ1 = T 1
êð−L1

êð = 10−9 = 1, δ2 = min{3−1, 3−1} = 2, δ = 1, t24 = 3−1 = 2,
t34 = 3− 1 = 2.
2. Âûêîíâàåì ðàçëiê ñåòêàâàãà ãðàôiêà ïðû çìåíeíûõ tij (ìàë. 3.14). Àòðûìëiâàåì
T 2
êð = 9, C2 = C1 + 2 = 21.
Áóäóåì ãðàô G2

êð (ìàë. 3.15). Ìiíiìàëüíû ðàçðýç ó iì R = {(2, 4), (1, 3)}.
Áóäóåì ãðàô G2(R) (ìàë. 3.16) i çíàõîäçiì: L2

êð = −∞, δ1 = ∞, δ2 =
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Ìàëþíàê 3.16: Ãðàô G2(R)

min{3− 2, 4− 3} = 1, δ = 1, t24 = 2− 1 = 2, t13 = 4− 1 = 3.
Âûêîíâàåì ðàçëiê ñåòêàâàãà ãðàôiêà ïðû çìåíeíûõ tij (ìàë. 3.17). Àòðûìëiâàåì

T 3
êð = 8, C3 = C2 + 3 = 24.
Áóäóåì ãðàôG3

êð (ìàë. 3.18). Ìiíiìàëüíû ðàçðýç ó iìR = {(2, 4), (3, 4), (3, 5)}
ìàå âåëi÷ûíþ∞. Ðàáîòà àëãàðûòìà çàêîí÷àíà. Ãðàôiê çàëåæíàñöi êðûòû÷-
íàãà ÷àñó àä äàäàòêîâûõ âûäàòêà�ó ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 3.19.

�
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Ãëàâà 4

Òðàíñïàðòíàÿ çàäà÷à

4.1 Ìåòàä àäìî�óíûõ öûêëà�ó

Íåïàñðýäíà ç òýàðýìû 2.2 âûíiêàå íàñòóïíû ìåòàä ðàøýííÿ òðàíñïàðòíàé
çàäà÷û íà ñåòöû (G, u, c, d), ÿêi íàçûâàþöü ìåòàäàì àäìî�óíûõ öûêëà�ó. Ìå-
òàä ïà÷ûíàå ïðàöàâàöü ç àäâîëüíàãà äàïóø÷àëüíàãà ïñå�óäàïàòîêà f . Êàëi
ãðàô Gf íå ìàå öûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó, òî f � àïòûìàëüíû ïñå�óäàïàòîê.
Iíàêø, âûáiðàåööà íåéêi öûêë àäìî�óíàãà êîøòó, âûëi÷âàåööà ÿãî àñòàòíÿÿ
ïðàïóñêíàÿ çäîëüíàñöü δ, i ïàâÿëi÷âàþööà ïàòîêi íà äóãàõ ãýòàãà öûêëà íà
δ. Àïiñàííå ìåòàäà àäìî�óíûõ öûêëà�ó ïðûâåäçåíû íà ìàë. 4.1.

Êîëüêàñöü iòýðàöûé ìåòàäà àäìî�óíûõ öûêëà�ó ìîæà áûöü ýêñïàíåíöû-
ÿëüíàé ïðû öýëàëiêàâûõ ïðàïóñêíûõ çäîëüíàñöÿõ i êîøòàõ. Ó âûïàäêó,
êàëi ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi i êîøòû iðàöûÿíàëüíûÿ, ìåòàä ìîæà i íå ñïû-
íiööà. Íà ø÷àñöå, âåðñiÿ àëãàðûòìà, êàëi íà êîæíàé iòýðàöûi ïñå�óäàïàòîê
çìÿíÿåööà �óäî�óæ öûêëà�ó ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà êîøòó, àêàçàëàñÿ ñòðî-
ãà ïàëiíàìiÿëüíàé1. Ãýòóþ âåðñiþ áóäçåì íàçûâàöü ìåòàäàì ìiíiìàëüíàãà
ñÿðýäíÿãà öûêëà.

Çà ìåðó ÿêàñöi ïñ�óäàïàòîêà f ïðûìåì ëiê ε(f).

Ëåìà 4.1 Ïàñëÿäî�óíàñöü ç m iòýðàöûé ìåòàäà ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà
öûêëà ñêàðà÷àå ε(f) íå ìåíø ÷ûì ó (1− 1/n) ðàçî�ó.

Äîêàç. Áÿãó÷û äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê áóäçåì àáàçíà÷àöü ïðàç f .
Íÿõàé ó íåéêi ìîìàíò p �åñöü ôóíêöûÿ öýí, àäíîñíà ÿêîé f ç'ÿ�óëÿåööà ε-
àïòûìàëüíàé, äçå ε = ε(f). Ïàäòðûìëiâàþ÷û ε i p ôiêñàâàíûìi, ìû äàñëå-

äóåì ÿê çìÿíÿåööà äàïóø÷àëüíû ãðàô GA = (V,EA), äçå EA
def= {(v, w) ∈

Ef : cp(v, w) < 0} ïàñëÿ m ìàäûôiêàöûé f . Ñïà÷àòêó äëÿ êîæíàé äóãi
(v, w) ∈ EA âûêîíâàåööà cp(v, w) ≥ −ε. Çìÿíåííå ïàòîêà �óçäî�óæ öûêëà, �óñå
äóãi ÿêîãà íàëåæàöü EA, äàäàå äà Ef òîëüêi äóãi äàäàòíàãà ïðûâåäçåíàãà
êîøòó i âûäàëÿå äàêëàäíà àäíó äóãó ç EA. Ðàçãëåäçiì äâà âûïàäêi.

1 Íàãàäàåì, øòî àëãàðûòì äëÿ âûðàøýííÿ ïàòîêàâàé çàäà÷û ç'ÿ�óëÿåööà ñòðîãà ïàëi-

íàìiÿëüíûì, êàëi ÿãî ñêëàäàíàñöü àöýíüâàåööà ïàëiíîìàì àä n i m.

69
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cycle_canceling(G, u, c, f)
{
for ( ; ó Gf iñíóå àäìî�óíû öûêë ; ){
Çíàéñöi àäìî�óíû öûêë C = (v0, v1, . . . , vk−1, vk = v0);
δ := min

1≤i≤k
uf (vi−1, vi);

for (i := 1; i ≤ k; i := i+ 1) {
f(vi−1, vi) := f(vi−1, vi) + δ;
f(vi, vi−1) := −f(vi−1, vi);

}
}

}

Ìàëþíàê 4.1: Ìåòàä àäìî�óíûõ öûêëà�ó

1. Íi íà àäíîé ç m iòýðàöûé öûêë ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà êîøòó íå ìàå
äóãi ç íåàäìî�óíûì ïðûâåäçåíûì êîøòàì. Òàäû êîæíàÿ ç iòýðàöûé ïàìÿí-
øàå ìîö EA i ïàñëÿ íå áîëåé ÷ûì m iòýðàöûé ìíîñòâà EA áóäçå ïóñòûì,
øòî âûçíà÷àå àïòûìàëüíàñöü áÿãó÷àãà ïñå�óäàïàòîêà f . Ó ãýòûì âûïàäêó
ëåìà âûêîíâàåööà, òàê ÿê ε(f) = 0.

2. Íà íåéêàé iòýðàöûi öûêë ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà êîøòó ìàå äóãó
íåàäìî�óíàãà ïðûâåäçåíàãà êîøòó. Íÿõàé Y �åñöü ïåðøû òàêi öûêë. Ïðû-
âåäçåíû êîøò êîæíàé äóãi ç Y íå ìåíøû −ε, àäíà äóãà ìàå íåàäìî�óíû
ïðûâåäçåíû êîøò, à êîëüêàñöü äóã öûêëà Y íå áîëüøàÿ çà n. Òàìó ñÿð-
ýäíi êîøò Y íå ìåíøû −(1 − 1/n)ε. Òàêiì ÷ûíàì, ïåðàä iòýðàöûÿé, ÿêàÿ
àïðàöî�óâàå Y , ïà òýàðýìå 2.12, ε(f) ≤ (1 − 1/n)ε. Òàê ÿê ε(f) íiêîëi íå
ïàâÿëi÷âàåööà, òî i �ó ãýòûì âûïàäêó ëåìà ñïðàâÿäëiâà. �

Êàëi âûêàðûñòàöü ëåìó 4.1, òî ìîæíà àòðûìàöü ïàëiíàìiÿëüíóþ ìÿæó
íà êîëüêàñöü iòýðàöûé ìåòàäà ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà öûêëà, ïðû �óìîâå,
øòî �óñå êîøòû öýëûÿ.

Òýàðýìà 4.1 Êàëi �óñå êîøòû äóã öýëàëiêàâûÿ, òî ìåòàä ìiíiìàëüíàãà
ñÿðýäíÿãà öûêëà ñïûíÿåööà ïàñëÿ O(nm log (n‖c‖∞)) iòýðàöûé.

Äîêàç. Òýàðýìà âûíiêàå ç ëåìû 4.1, òýàðýìû 2.10 i òàãî, øòî ëþáû ïàòîê
ç'ÿ�óëÿåööà ‖c‖∞-àïòûìàëüíàé. �

Äîêàç íàñòóïíàé òýàðýìû, ÿêàÿ �óñòàë�e�óâàå ñòðîãà ïàëiíàìiÿëüíóþ àö-
ýíêó ïðàöà�åìêàñöi ìåòàäà ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà öûêëà, âûêàðûñòî�óâàå
íàñòóïíóþ íÿðî�óíàñöü:

(1− 1/n)n(lnn+1) ≤ 1/2n äëÿ n ≥ 2.

Òýàðýìà 4.2 Äëÿ ëþáûõ ñàïðà�óäíûõ êîøòà�ó äóã êîëüêàñöü iòýðàöûé ìå-
òàäà ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà öûêëà íå ïåðà�óçûõîäçiöü O(nm2 log n).
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Äîêàç. Íÿõàé k = m(n dlnne + 1). Ïàäçåëiì óñå iòýðàöûi íà ãðóïû ïà k
ïàñëÿäî�óíûõ iòýðàöûé ó ãðóïå. Ïàêàæàì, øòî êîæíàÿ ç ãðóï ôiêñóå ïàòîê
ïà ìåíüøàé ìåðû íà àäíîé äóçå (v, w), ã. çí., øòî íà �óñiõ iòýðàöûÿõ, ÿêiÿ
iäóöü ïàñëÿ iòýðàöûé ãýòàé ãðóïû, f(v, w) íå ìÿíÿåööà. Àäñþëü i áóäçå
âûíiêàöü ñöâÿðäæýííå òýàðýìû.

Ðàçãëåäçiì íåéêóþ ãðóïó iòýðàöûé. Íÿõàé f �åñöü ïñå�óäàïàòîê ïåðàä
ïåðøàé iòåðàöûÿé ãðóïû, f ′ � ïñå�óäàïàòîê ïàñëÿ àïîøíÿé iòýðàöûi ãðóïû,
à p′ �åñöü ôóíêöûÿ öýí, äëÿ ÿêîé f ′ çàäàâàëüíÿå �óìîâå ε(f ′)-àïòûìàëüíàñöi.
Íÿõàé íà ïåðøàé iòýðàöûi ãðóïû ïàòîê ìÿíÿåööà �óçäî�óæ öûêëà Y . Ïà ëåìå
4.1 i ç âûáàðó k ìàåì

ε(f ′) ≤ ε(f)(1− 1/n)ndlnne+1 ≤ ε(f)/2n.

Òàê ÿê ñÿðýäíi êîøò öûêëà Y ðî�óíû −ε(f), òî äëÿ íåéêàé ÿãî äóãi, ñêàæàì
(v, w), ïàâiííà âûêîíâàööà

cp′(v, w) ≤ −ε(f) ≤ −2nε(f ′).

Çãîäíà ç âûíiêàì 2.1, ïàòîê ïà äóçå (v, w) íå áóäçå ìÿíÿööà ïàñëÿ çàêàí÷ýí-
íÿ �óñiõ iòýðàöûé äàäçåíàé ãðóïû. Àêðàìÿ òàãî, f(v, w) çìÿíi�óñÿ íà ïåðøàé
iòýðàöûi ãðóïû. Òàêiì ÷ûíàì, êîæíàÿ ãðóïà ôiêñóå ïàòîê ïà ìåíüøàé ìåðû
íà àäíîé äóçå. �

Íåïàñðýäíà ç òýàðýì 4.1 i 4.2 ìàåì

Òýàðýìà 4.3 Ñêëàäàíàñöü ìåòàäà ìiíiìàëüíàãà ñÿðýäíÿãà öûêëà �åñöü O(n2m3 log n)
äëÿ ñàïðà�óäíûõ êîøòà�ó äóã i O(n2m2 min{log (n‖c‖∞),m log n}), êàëi �óñå êî-
øòû öýëûÿ.

4.2 Ñåòêàâû ñiìïëåêñ-ìåòàä

Ðàçãëåäçiì òðàíñïàðòíóþ çàäà÷ó íà ñåòöû (G, u, c, d). Çàôiêñóåì àäâîëüíóþ
âÿðøûíþ s ∈ V . Íÿõàé f � íåéêi äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê, T � àðäðýâà
ç êîðíåì s ó ãðàôå G. Ó êàíòåêñöå ñåòêàâàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà äðýâà T íàçû-
âàåööà áàçiñíûì. Âûëè÷ûì ôóíêöûþ p àäëåãëàñöåé äðýâà T . Ïà àçíà÷ýííþ
ôóíêöûi àäëåãëàñöåé cp(v, w) = 0 äëÿ �óñiõ äóã (v, w) ∈ E(T ), à òàêñàìà i
äëÿ �óñiõ àäâàðîòíûõ iì äóã. Ìàã÷ûìû äâà âûïàäêi:

1) cp(v, w) ≥ 0 äëÿ �óñiõ äóã (v, w) ∈ Ef ;

2) iñíóå äóãà (v, w) ∈ Ef òàêàÿ, øòî cp(v, w) < 0.

Ó ïåðøûì âûïàäêó ïà òýàðýìå 2.3 ïàòîê f ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì.
Ðàçãëåäçiì äðóãi âûïàäàê. Íÿõàé P = (w = v0, v1, . . . , vk = v) �åñöü àäçiíû
(íåàðûåíòàâàíû) øëÿõ �ó äðýâå T ç w ó v. Òàê ÿê ãðàô G ciìåòðû÷íû, òî
P òàêñàìà ç'ÿ�óëÿåööà àðûåíòàâàíûì øëÿõàì ó ãðàôå G. ßãî êîøò ðî�óíû
p(v)− p(w). Òàäû

p(v)− p(w) + c(v, w) = cp(v, w) < 0
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net_simplex(G, u, c, f) // f � äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê
{
âûáðàöü ïàêðûâàëüíàå àðäðýâà T ãðàôà G ç êîðíåì s ∈ V ;
çíàéñöi ôóíêöûþ p àäëåãëàñöåé àðäðýâà T ;
for ( ; ((v, w) := check_opt(f, p)) 6= nil); ) {
Ó ãðàôå T + (v, w) âûëó÷ûöü öûêë (v0 = v, w = v1, v2, . . . , vk = v);
δ := min

0≤i<k
uf (vi, vi+1);

Âûáðàöü äóãó (x, y) = (vj , vj+1), òàêóþ, øòî δ = uf (vj , vj+1);
if ((x, y) 6= (v, w)) {
ìàäûôiêàâàòü àðäðýâà T íàñòóïíûì ÷ûíàì:
a) âûäàëiöü ç T äóãó (x, y) i äàäàöü äóãó (v, w),
b) ïåðààðûåíòàâàòü äóãi àäðûìàíàãà äðýâà ó íàïðàìêó

àä êîðíÿ s äà ëiñöÿ�ó;
c) âûëi÷ûöü ôóíêöûþ p àäëåãëàñöåé íîâàãà àäðýâà T ;

}
for (i := 0; i < k; i := i+ 1)
f(vi, vi+1) := f(vi, vi+1) + δ;
f(vi+1, vi) := −f(vi, vi+1);

}
}

}

Ìàëþíàê 4.2: Ñåòêàâû ñiìïëåêñ-ìåòàä

�åñöü êîøò öûêëà (v0, v1, . . . , vk, vk+1 = v0). Íÿõàé

δ = min{uf (vi, vi+1) : 0 ≤ i ≤ k}.

Äóãà (x, y) = (vj , vj+1) øëÿõó P , òàêàÿ, øòî uf (x, y) = δ, íàçûâàåööà áëà-
êiðóþ÷àé. Çà�óâàæûì, øòî δ ìîæà áûöü ðî�óíûì íóëþ. Çìåíiì ïñå�óäàïàòîê
f ïà ïðàâiëó:

f(vi, vi+1) := f(vi, vi+1) + δ,

f(vi+1, vi) := −f(vi, vi+1), i = 0, . . . , k,
f(x, y) := f(x, y) äëÿ àñòàòíiõ äóã.

Ïðû ãýòûì êîøò ïñå�óäàïàòîêà ïàìåíøûööà íà −δcp(v, w). Òàêàÿ ñòðàòý-
ãiÿ ïàëÿïøýííÿ äàïóø÷àëüíàãà ïñå�óäàïàòîêà ëÿæûöü �ó àñíîâå ñåòêàâàãà
ñiìïëåêñ-ìåòàäà, âÿäîìàãà òàêñàìà ïàä íàçâàé ìåòàä ïàòýíöûÿëà�ó. Ïðà-
öýäóðà net_simplex, ÿêàÿ ðýàëiçóå ñåòêàâû ñiìïëåêñ-ìåòàä, ïðàäñòà�óëåíà íà
ìàë. 4.2.

Ïðûêëàä 4.1 Ñåòêàâûì ñiìïëåêñ-ìåòàäàì âûðàøûöü òðàíñïàðòíóþ çà-
äà÷ó �ó ñåòöû, ÿêàÿ ïðûâåäçåíà íà ìàë. 4.3

Êàá çíàéñöi ïà÷àòêîâû äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê, ïàøûðûì ñåòêó (ãë.
ìàë. 4.4), äàäà�óøû äàäàòêîâóþ âÿðøûíþ 6 i 5 äóã (2, 6), (4, 6), (5, 6) i (6, 1),
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Ìàëþíàê 4.3: Ñåòêà äà ïðûêëàäó 4.1

(6, 3). ïà àäíîé äóçå äëÿ êîæíàé âÿðøûíi ãðàôà. Êîøòû �óñiõ íîâûõ äóã
àçíà÷ûì ðî�óíûìi 10 (∞), à ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi i ïàòîêi íà äóãàõ (6, v) i
(v, 6) � ðî�óíûìi |d(v)|. Ðàøýííå ïà÷ûíàåì ç àðäðýâà T , ÿêîå ïðàäñòà�óëåíà
íà ìàë. 4.5) (ëiêi íà äóãàõ � ãýòà iõ êîøòû, à ëiêi ëÿ âÿðøûíü � ãýòà iõ öý-
íû). Íiæýé iäóöü iòýðàöûi ìåòàäà. Çìÿíåííi äóãàâûõ ïàòîêà�ó íà iòýðàöûÿõ
àäëþñòðàâàíû �ó òàáë. 4.1.

1. cp(1, 2) = −10 + 5 − 10 = −15 < 0, (v, w) = (1, 2), C = (1, 2, 6, 1),
δ = min{3, 1, 1} = 1, (x, y) = (2, 6). Íîâàå äðýâà i ôóíêöûÿ öýí ïðàä-
ñòà�óëåíû íà ìàë. 4.6.a).

2. cp(1, 3) = −10 + 1 + 10 = 1, cp(2, 4) = −5 + 4− 10 = −11, (v, w) = (2, 4),
C = (2, 4, 6, 1, 2), δ = min{3, 2, 4, 2} = 2, (x, y) = (1, 2). Íîâàå äðýâà i
ôóíêöûÿ öýí ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 4.6.b).

3. cp(2, 1) = 6 − 5 + 10 = 11, cp(1, 3) = −10 + 1 + 10 = 1, cp(2, 5) =
6 + 1− 10 = −3, (v, w) = (2, 5), C = (2, 5, 6, 4, 2), δ = min{1, 3, 6, 2} = 1,
(x, y) = (2, 5). Äàäçåíàÿ iòýðàöûÿ íå ìÿíÿå áàçiñíàå äðýâà.

4. cp(3, 4) = −10 + 2 − 10 = −18, (v, w) = (3, 4), C = (3, 4, 6, 3), δ =
min{3, 1, 1}, (x, y) = (4, 6). Íîâàå äðýâà i ôóíêöûÿ öýí ïðàäñòà�óëåíû
íà ìàë. 4.7.a).

5. cp(3, 5) = −10 + 4 − 10 = −16, (v, w) = (3, 5), C = (3, 5, 6, 3), δ =
min{2, 2, 0} = 0, (x, y) = (6, 3). Íîâàå äðýâà i ôóíêöûÿ öýí ïðàä-
ñòà�óëåíû íà ìàë. 4.7.b).

6. cp(1, 3) = −10 + 1 − 6 = −15, (v, w) = (1, 3), C = (1, 3, 5, 6, 1), δ =
min{3, 2, 2, 2} = 2, (x, y) = (3, 5). Íîâàå äðýâà i ôóíêöûÿ öýí ïðàä-
ñòà�óëåíû íà ìàë. 4.8.a).
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Ìàëþíàê 4.4: Ïàøûðàíàÿ ñåòêà äà ïðûêëàäó 4.1
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Ìàëþíàê 4.5: Ïà÷àòêîâàå áàçiñíàå äðýâà äà ïðûêëàäó 4.1
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Òàáëiöà 4.1: Ïñå�óäàïàòîêi íà ðîçíûõ iòýðàöûÿõ

(1,2) (1,3) (2,4) (2,5) (3,5) (3,4) (4,5)
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
2 3 0 2 0 0 0 0
3 3 0 1 1 0 0 0

4,5 3 0 1 1 0 1 0
6 3 2 1 1 2 1 0

7,8 2 3 0 1 2 2 0
9 2 3 0 1 3 1 0

(1,6) (6,2) (3,6) (6,4) (6,5)
0 5 1 1 2 3
1 4 0 1 2 3
2 2 0 1 0 3
3 2 0 1 1 2

4,5 2 0 0 0 2
6 0 0 0 0 0

7,8 0 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0

m m m m

m

6

�
�
�
�
�
���

�
�
�
�
�
�
��

6

1 3 4 5

−10

10 10

−10 −10

10

10

A
A
A
A
A
AAK

−10

b)

m m m m m

m

6

�
�
�
�
�
���

�
�
�
�
�
�
��

@
@
@

@
@
@
@I

6

1 2 3 4 5

−10
−10

10 10

−10 −5 −10 10 10
-5

a)

m
6

2 6

−4

0 0

Ìàëþíàê 4.6: Áàçiñíûÿ äðýâû ïàñëÿ iòýðàöûé 1,2 i 3
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Ìàëþíàê 4.7: Áàçiñíûÿ äðýâû ïàñëÿ iòýðàöûé 4,5
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Ìàëþíàê 4.8: Áàçiñíûÿ äðýâû ïàñëÿ iòýðàöûé 6,7
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Ìàëþíàê 4.9: Áàçiñíûÿ äðýâû ïàñëÿ iòýðàöûé 8,9

7. cp(2, 1) = −11 − 5 + 10 = −6, (v, w) = (2, 1), C = (2, 1, 3, 4, 2), δ =
min{3, 1, 2, 1} = 2, (x, y) = (1, 3). Íîâàå äðýâà i ôóíêöûÿ öýí ïðàä-
ñòà�óëåíû íà ìàë. 4.8.b).

8. cp(3, 1) = −3−1+10 = 6, cp(5, 2) = 10−1+5 = 14, cp(5, 3) = 10−4+3 =
9, cp(4, 5) = −1 + 1 − 10 = −10, (v, w) = (4, 5), C = (4, 5, 6, 1, 2, 4),
δ = min{2, 0, 6, 1, 3} = 0, (x, y) = (5, 6). Íîâàå äðýâà i ôóíêöûÿ öýí
ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 4.9.a).

9. cp(3, 1) = −3−1+10 = 6, cp(5, 2) = 10−1−5 = 4, cp(5, 3) = 10−4−7 =
−1, (v, w) = (5, 3), C = (3, 5, 4, 3), δ = min{2, 1, 2} = 1, (x, y) = (3, 4).
Íîâàå äðýâà i ôóíêöûÿ öýí ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 4.9.b).

�

4.2.1 Ñòðóêòóðû äàäçåíûõ äëÿ ïðàäñòà�óëåííÿ

áàçiñíàãà äðýâà

Áàçiñíàå äðýâà çðó÷íà ïðàäñòà�óëÿöü òðûìà ñïiñàìi parent, rank i next, ýëå-
ìåíòû ÿêiõ íàñòóïíûÿ:

• parent[v] � ïðîäàê âóçëà v, ïåðàäàïîøíÿÿ âÿðøûíÿ íà øëÿõó àä êîð-
íÿ äà v2;

2 Çâû÷àéíà, íà ïðàêòûöû çðó÷íåé ëi÷ûöü, øòî parent[v] �åñöü àïîøíÿå ðàáðî íà øëÿõó

àä êîðíÿ äà v.
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Ìàëþíàê 4.10: Ïðûêëàä áàçiñíàãà äðýâà

• rank[v] � óçðîâåíü âÿðøûíi v �ó äðýâå (êîëüêàñöü ðýáðà�ó íà øëÿõó àä
êîðíÿ äà v);

• next[v] � íàñòóïíàÿ çà v âÿðøûíÿ äðýâà.

Cïiñ next íàçûâàþöü ñïiñàì ïðàìîãà àáûõîäó äðýâà. Äëÿ äðýâà, ïðàäñòà�óëåíàãà
íà ìàëþíêó 4.10, ñïiñû parent, next, rank ìàþöü íàñòóïíû âûãëÿä:

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
parent 11 3 4 1 3 4 2 9 4 8 nil
next 4 7 5 9 2 11 6 10 8 3 1
rank 1 4 3 2 4 3 7 4 3 5 0

Äëÿ ýôåêòû�óíàé ðýàëiçàöûi ñåòêàâàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà òðýáà �óìåöü õóò-
êà âûêîíâàþööà íàñòóïíûÿ àïåðàöûi:

• âûëi÷âàöü ôóíêöûþ àäëåãëàñöåé äðýâà;

• çíàõîäçiöü àäçiíû øëÿõ ïàìiæ ëþáûìi äçâóìÿ âÿðøûíÿìi;

• âûäàëÿöü ðàáðî ç äðýâà;

• äàáà�óëÿöü ðàáðî äà ëåñó äðýâà�ó.

ßê âûëi÷ûöü ôóíêöûþ àäëåãëàñöåé äðýâà

Âåëüìi ïðîñòà, âûêàðûñòî�óâàþ÷û �óêàçàëüíiêi next:
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l p(s) := 0;
for (w := next(s); w 6= s; w := next(w)) {

p(w) := p(parent(w)) + c(parent(w), w);
}

l ∆ := rank(j); rank(j) := 0;
for (q := next(v := j); rank(q) > ∆; q := next(v := q))

rank(q) := rank(q)−∆;

Âûäàëåííå ðàáðà ç äðýâà

Äàïóñöiì, øòî òðýáà âûäàëiöü ðàáðî (i, j). Íÿõàé v �åñöü àïîøíi ïðàäïiñàíû
ïàñëÿäî�óíiê ó äðýâå ç êîðíåì ó âóçëå j. Âÿðøûíþ v ìû àòðûìàåì ïàñëÿ
çàâÿðøýííÿ íàñòóïíàãà ôðàãìåíòà:

Ó ãýòûì ôðàãìåíöå ìû òàêñàìà ïàìåíøûëi ðàíãi �óñiõ âÿðøûíü ïàääð-
ýâà ç êîðíåì j íà âåëi÷ûíþ ∆ = rank(j).

Ïàñëÿ çàâÿðøýííÿ íàñòóïíàãà öûêëà

for(w := next(i); w 6= j; w := next(w))

next(w) = j. Êàëi âÿðøûíi v, q i w çíîéäçåíû, äëÿ êàðýêòûðî�óêi ñïiñà�ó next
i rank ïàòðýáíà âûêàíàöü òîëüêi òðû íàñòóïíûÿ àïåðàöûi:

next(w) := next(v); next(v) := j; parent(j) := nil.

Íàïðûêëàä, ïðû âûäàëåííi ðàáðà (i, j) = (3, 4) ç äðýâà íà ìàë. 4.10
àòðûìëiâàåì v = 7, w = 10. Ïàñëÿ âûäàëåííÿ ñïiñû parent, rank i next
ìàþöü íàñòóïíû âûãëÿä:

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
parent 11 3 nil 1 3 4 2 9 4 8 nil
next 4 7 5 9 2 11 3 10 8 6 1
rank 1 1 0 2 1 3 2 4 3 5 0

Äàáà�óëåííÿ ðàáðà äà ëåñó äðýâà�ó

Íÿõàé òðýáà äàáàâiöü ðàáðî (i, j) äà ëåñó äðýâà�ó, ïðàäñòà�óëåíûõ ñïiñàìi
parent, rank i next.

Ñïà÷àòêó ðàçãëåäçiì âûïàäàê, êàëi âÿðøûíÿ j ç'ÿ�óëÿåööà êîðàíåì àä-
íàãî ç äðý�ó, ã. çí., øòî parent(j) = nil. Ïðû êàðýêòûðî�óöû ñïiñà next íåàá-
õîäíà �óëi÷ûöü, øòî âÿðøûíÿ j ñòàíå íîâûì ïàñëÿäî�óíiêàì âÿðøûíi i, à
ñòàðû ïàñëÿäî�óíiê âÿðøûíi i � íîâûì ïàñëÿäî�óíiêàì âÿðøûíi v, ÿêàÿ áû-
ëà àïîøíiì ïàñëÿäî�óíiêàì ó ïàääðýâå ç êîðàíåì ó âÿðøûíi j. Âÿðøûíþ v
ìû àòðûìàåì ïàñëÿ çàâÿðøýííÿ íàñòóïíàãà ôðàãìåíòà:

∆ := rank(j)− rank(i) + 1; rank(j) := rank(j) + ∆;
for (v := next(j); v 6= j; v := next(v))

rank(q) := rank(q) + ∆;
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Ó ãýòûì ôðàãìåíöå ìû òàêñàìà ïàâÿëi÷ûëi ðàíãi �óñiõ âÿðøûíü ïàääðýâà ç
êîðíåì j íà âåëi÷ûíþ ∆ = rank(j) − rank(i) + 1. Ïàñëÿ òàãî, ÿê âÿðøûíÿ
v çíîéäçåíà, íåàáõîäíà �óâåñöi íàñòóïíãûÿ çìÿíåííi �ó ñïiñû next i parent:

next(v) := next(i); next(i) := j; parent(j) := i.

Öÿïåð ðàçãëåäçiì âûïàäàê, êàëi j íå ç'ÿ�óëÿåööà êîðíåì äðýâà. Íÿõàé x =
parent(j). Âûäàëÿåì ðàáðî (x, j), à çàòûì äàáà�óëÿåì ðàáðî (i, j). Ðýêóðñi�óíà
ïðûìÿíÿåì àïicàíóþ âûøýé êàíñòðóêöûþ äëÿ äàáà�óëåííÿ äóãi (j, x).

4.2.2 Ñòðîãà äàïóø÷àëüíûÿ ïàêðûâàëüíûÿ äðýâû

i ñêëàäàíàñöü ñåòêàâàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà

Cåòêàâû ñiìïëåêñ-ìåòàä íå àáàâÿçêîâà ñïûíÿåööà ïàñëÿ êîíöàé êîëüêàñöi
iòýðàöûé, êàëi íå íàêëàäâàöü íiÿêiõ äàäàòêîâûõ àáìåæàâàííÿ�ó íà âûáàð
äóã, äàáà�óëÿåìûõ i âûäàëÿåìûõ ç äðýâà. ßê i äëÿ àãóëüíàé çàäà÷û ËÏ,
icíyþöü ïðûêëàäû òðàíñïàðòíûõ çàäà÷ (íàâàò ìàëûõ ïàìåðà�ó), íà ÿêiõ cå-
òêàâû ñiìïëåêñ-ìåòàä çàöûêëiâàåööà. Àêðàìÿ òàãî, ó àäðîçíåííå àä çàäà÷û
ËÏ, àìàëü óñå ïàòîêàâûÿ çàäà÷û âûðàäæàíûÿ. Ïðàêòûêà ïðûìÿíåííÿ cå-
òêàâàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà ñâåä÷ûöü, øòî äà 90% ÿãî iòýðàöûé ç'ÿ�óëÿþööà
âûðàäæàíûìi. ßê ìû ïàêàæàì íiæýé, êàëi cåòêàâû ñiìïëåêñ-ìåòàä ïàäò-
ðûìëiâàå ïàêðûâàëüíàå äðýâà ñïåöûÿëüíàãà òûïó, òî �åí ñòàíîâiööà êîíöûì.

Ïàêðûâàëüíàå äðýâà T ó ãðàôå Ĝ íàçûâàåööà ñòðîãà äàïóø÷àëüíûì
äëÿ ïñå�óäàïàòîêà f , êàëi ïðû àðûåíòàöûi ÿãî ðýáðà�ó ó íàïðàìêó àä êîðíÿ
äà ëiñöÿ�ó àòðûìëiâàåööà àðäðýâà ~T �ó ãðàôå Gf .

Äàïóñöiì, øòî ñåòêàâû ñiìïëåêñ-ìåòàä ïà÷ûíàå ñà ñòðîãà äàïóø÷àëüíà-
ãà ïàêðûâàëüíàãà äðýâà. Íÿöÿæêà ïðàâåðûöü, øòî òàêiì ç'ÿ�óëÿåööà øòó÷-
íàå äðýâà, ÿêîå ìû áóäàâàëi �ó ïðûêëàäçå 4.1. Äàïóñöiì öÿïåð, øòî íà íåé-
êàé iòýðàöûi ìû ìàåì ñòðîãà äàïóø÷àëüíàå ïàêðûâàëüíàå äðýâà T i äà ÿãî
çáiðàåìñÿ äàáà�óëÿöü ðàáðî (v, w). Íÿõàé C àäçiíû öûêë ó ãðàôå T+(v, w), z
� âÿðøûíÿ öûêëà C, áëiæýéøàÿ äà êîðíÿ ó äðýâå T . ßê çà�óñ�åäû, âûáiðàåì
àðûåíòàöûþ C, êàá ïðàõîäçiöü äóãó (v, w) ó ïðàìûì íàïðàìêó. Êàëi C ìàå
òîëüêi àäíó áëàêiðóþ÷óþ äóãó, òî ÿå i âûâîäçiì ç áàçiñà. Êàëi æ ìàåööà
íåêàëüêi áëàêiðóþ÷ûõ äóã, òî ìû êàðûñòàåìñÿ íàñòóïíûì ïðàâiëàì.

Ïðàâiëà âûáàðó âûäàëÿåìàé äóãi. Âûáðàöü ïåðøóþ áëàêiðó-
þ÷óþ äóãó (x, y) àðöûêëà C ïðû ÿãî àáûõîäçå, ÿêi ïà÷ûíàåööà ç
âÿðøûíi z.

Ãýòàå ïðàâiëà ïðàiëþñòðàâàíà íà ìàë. 4.11.

Ëåìà 4.2 Ïàñëÿ âûêàíàííÿ iòýðàöûi ñåòêàâàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà ç äàáà�óëåííåì

äóãi (v, w) i âûäàëåííåì äóãi (x, y) äðýâà T ′ def= T − (x, y) + (v, w) ç'ÿ�óëÿåööà
ñòðîãà äàïóø÷àëüíûì.

Äîêàç. Íÿõàé f i f ′ �åñöü äàïóø÷àëüíûÿ ïñå�óäàïàòîêi àäïàâåäíà äà i
ïàñëÿ iòýðàöûi. Àáàçíà÷ûì ïðàç P1 øëÿõ ïà öûêëó C àä z äà x, à ïðàç P2
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Ìàëþíàê 4.11: Âûáàð âûäàëÿåìàé äóãi

� øëÿõ óçäî�óæ C àä y äà z (ãë. ìàë. 4.11). Âûáÿðýì àäâîëüíóþ äóãó (i, j)
àðäðýâà T ′ (àðûåíòàöûÿ àä ëiñöÿ�ó äà êîðíÿ). Ðàçãëåäçiì òðû ìàã÷ûìûõ
âûïàäêi.

1. Äóãà (i, j) íàëåæûöü øëÿõó P1. Ïðàâiëà âûáàðà äóãi (x, y) ãàðàíòóå,
øòî �óñå äóãi øëÿõó P1 ìàþöü íåíóëÿâûÿ àñòàòíiÿ ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi.
Òàìó (i, j) ∈ Ef .

2. Äóãà (j, i) ëÿæûöü íà øëÿõó P2. Êàëi iòýðàöûÿ áûëà íÿâûðàäæàíàé
(δ > 0), òî òàäû

f ′(i, j) = f(i, j)− δ < f(i, j) ≤ u(i, j).

Ó âûïàäêó, êàëi δ = 0, òî, òàê ÿê äðýâà T ç'ÿ�óëÿåööà ñòðîãà äàïóø÷àëüíûì,
íà ÿãî øëÿõó àä z äà v íÿìà äóã íóëÿâîé àñòàòíÿé ïðàïóñêíîé çäîëüíàñöi.
Òàìó f ′(i, j) = f(i, j) < u(i, j).

3. Ðàáðî (i, j) íå íàëåæûöü öûêëó C. Òàäû f ′(i, j) = f(i, j) < u(i, j). �
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Òýàðýìà 4.4 Êàëi �óñå ïàðàìåòðû òðàíñïàðòíàé ñåòêi öýëûÿ, òî cåòêà-
âû ñiìïëåêñ-ìåòàä, ÿêi �óâåñü ÷àñ ïàäòðûìëiâàå äðýâà ñòðîãà äàïóø÷àëü-
íûì, ç'ÿ�óëÿåööà ïñå�óäàïàëiíàìiÿëüíûì3.

Äîêàç. Áåç àáìåæàâàííÿ àãóëüíàñöi, ìîæíà ëi÷ûöü, øòî çíà÷ýííå ôóíê-
öûi ìýòû àáìåæàâàíà (ãë. òýàðýìó 2.4). Çàçíà÷ûì, øòî íà ïðàöÿãó âûêàííÿ
àëãàðûòìà ïñå�óäàïàòîê i öýíû òàêñàìà öýëûÿ. Òàê ÿê êîæíàÿ íÿâûðàäæà-
íàÿ iòýðàöûÿ ïàìÿíøàå çíà÷ýííå ôóíêöûi ìýòû íå ìåíüø ÷ûì íà 1, òî òà-
êiõ iòýðàöûé íå ìîæà áûöü áîëüø ÷ûì m‖c‖∞‖u‖∞. Ïàêàæàì öÿïåð, øòî
êîëüêàñöü ïàñëÿäî�óíûõ âûðàäæàíûõ iòýðàöûé çà�óñ�åäû êîíöàÿ. Òàê ÿê äà
äðýâà T çà�óñ�åäû äàáà�óëÿåööà äóãà (v, w) àäìî�óíàãà ïðûâåäçåíàãà êîøòó
cp(v, w) ≤ −1, à ïðûâåäçåíûÿ êîøò �óñiõ äóã (ó àáîäâóõ íàêiðóíêàõ) äðýâà
ðî�óíû íóëþ, òî êîæíàÿ iòýðàöûÿ ïàâÿëi÷âàå öýíû �óñiõ âÿðøûíü ïàääðýâà
äðýâà T ç êîðíåì w íà cp(v, w) ≤ −1, òî ñóìà öýí �óñiõ âÿðøûíü äðýâà ñòðîãà
�óáûâàå. À òàê ÿê ñóìà öýí âÿðøûíü íå ìîæà áûöü ìåíøàé ÷ûì −n‖c‖∞,
òî êîëüêàñöü âûðàäæàíûõ iòýðàöûé íå ïåðà�óçûõîäçiöü n‖c‖∞. �

Çà�óâàãà. Äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê f íàçûâàåööà áàçiñíûì, êàëi iñíóå
ïàêðûâàëüíàå àðäðýâà T ãðàôà G ç êîðàíåì ó íåéêàé âÿðøûíi s ∈ V òà-
êîå, øòî �óìîâà (v, w), (w, v) ∈ Ef öÿãíå çà ñàáîé (v, w) àáî (w, v) ∈ E(T ).
Âiäàâî÷íà, øòî �óëàñöiâàñöü ïñå�óäàïàòîêó áûöü áàçiñíûì ç'ÿ�óëÿåööà iíâà-
ðûÿíòàì ñåòêàâàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà, ã. çí., êàëi ìåòàä ïà÷ûíàå ç áàçiñíàãà
ïñå�óäàïàòîêó, òî i �óñå ïàáóäàâàíûÿ iì ïñå�óäàïàòîêi ç'ÿ�óëÿþööà áàçiñíûìi.

3 Íàãàäàåì, øòî àëãàðûòì äëÿ âûðàøýííÿ òðàíñïàðòíàé çàäà÷û íà ñåòöû (G, u, c, d)
íàçûâàåööà ïñå�óäàïàëiíàìiÿëüíûì, êàëi ÿãî ñêëàäàíàñöü àáìåæàâàíà çâåðõó ïàëiíîìàì

àä n, m, ‖c‖∞, ‖u‖∞ i ‖d‖∞.



Ãëàâà 5

Ïàòîêi ç âûéãðûøàìi i

ïðîéãðûøàìi

Äà ãýòàé ïàðû ìû ðàçãëÿäàëi ïàòîêàâûÿ ìàäýëi, ÿêiÿ çàäàâàëüíÿëi, ÷àñàì
íå ÿ�óíà, óìîâå çàõàâàííÿ ïàòîêà íà äóãàõ ñåòêi: êîëüêi ïàòîêà âûöÿêëà
ç âÿðøûíi v ïà äóçå (v, w) ñòîëüêi æ óöÿ÷ý �ó âÿðøûíþ w. Àäíàê iñíóþöü
ïðàêòû÷íûÿ ñiòóàöûi, ó ÿêiõ ãýòû ïðûíöûï íå âûêîíâàåööà. Íàïðûêëàä,
ìàã÷ûìû ñòðàòû ïðû òðàíñïàðòûðî�óöû ïðàäóêòà. Iíøûÿ ïðûêëàäû áóäóöü
ïðûâåäçåíû ïàçíåé.

5.1 Àáàãóëüíåíûÿ ïàòîêi

Àáàãóëüíåíàé òðàíñïàðòíàé ñåòêàé íàçûâàåööà ïÿö�åðêà (G, u, c, γ, d), äçå,
G = (V,E) � ñiìåòðû÷íû àðãðàô, u : E → R � ôóíêöûÿ ïðàïóñêíûõ
çäîëüíàñöåé äóã, c : E → R � àíòûñiìåòðû÷íàÿ ôóíêöûÿ êîøòó äóã,
d : V → R � ôóíêöûÿ ïîïûòó. Çàçíà÷ûì, øòî öÿïåð ìû íå ïàòðàáóåì
âûêàíàííÿ �óìîâû

∑
v∈V d(v) = 0. Ó äàäàòàê äà ïàðàìåòðà�ó ñòàíäàðòíàé

òðàíñïàðòíàé çàäà÷û �óâîäçiööà íîâàÿ ôóíêöûÿ γ : E → R âûéãðûøà�ó äóã.
Ãýòà çíà÷ûöü, øòî êàëi ç âÿðøûíi v ïà äóçå (v, w) âûöåêëà f(v, w) àäçiíàê
ïàòîêà, òî �ó âÿðøûíþ w óöÿ÷ý γ(v, w)f(v, w) àäçiíàê. Áóäçåì ëi÷ûöü, øòî
ôóíêöûÿ âûéãðûøà�ó ç'ÿ�óëÿåööà ëàãàðûôìi÷íà àíòûñiìåòðû÷íàé:

γ(v, w) =
1

γ(w, v)
äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E. (5.1)

Àáàãóëüíåíû ïñå�óäàïàòîê �åñöü ôóíêöûÿ g : E → R, äëÿ ÿêîé âûêîíâàþööà
íàñòóïíûÿ �óìîâû:

g(v, w) ≤ u(v, w) äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E, (5.2)

g(v, w) = −γ(w, v)g(w, v) äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ E. (5.3)

Òóò íÿðî�óíàñöi (5.2) çàäàþöü àáìåæàâàííi íà ïðàïóñêíûÿ çäîëüíñöi äóã,
à àáìåæàâàííi (5.3) íàçûâàþöü óìîâàé àíòûñiìåòðûi äëÿ àáàãóëüíåíûõ

83
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ïàòîêà�ó. Ëiøàê eγg (v) âÿðøûíi v äëÿ àáàãóëüíåíàãà ïñå�óäàïàòîêà g àçíà÷à-
åööà ïà ïðàâiëó:

eγg (v) def= −
∑

(v,w)∈E

g(v, w). (5.4)

ßê i ðàíåé, ìû áóäçåì êàçàöü, øòî âÿðøûíÿ v ìàå ëiøàê, êàëi eγg (v) > 0, i
ìàå äýôiöûò, êàëi eγg (v) < 0.

Àáàãóëüíåíû ïñå�óäàïàòîê g áóäçåì íàçûâàöü äàïóø÷àëüíûì, êàëi �åí
çàäàâàëüíÿå íàñòóïíàé óìîâå çàõàâàííÿ:

eγg (v) = d(v) äëÿ �óñiõ v ∈ V. (5.5)

Êàëi �óìîâà (5.5) ïàðóøàåööà �ó âÿðøûíi v, òî áóäçåì êàçàöü, øòî �ó ãýòàé
âÿðøûíi íàçiðàåööà äûñáàëàíñ.

5.1.1 Òýàðýìà àá äýêàìïàçiöûi

Àçíà÷ûì âûéãðûø øëÿõó P = (s = v0, v1, . . . , vk = t) ïà ôîðìóëå:

γ(P ) def=
k∏
i=1

γ(vi, vi−1). (5.6)

Êàëi ç âÿðøûíi s âûöÿ÷ý àäíà àäçiíêà ïðàäóêòà, òî ó âÿðøûíþ t ïðûöÿ÷ý
γ(P ) àäçiíàê. Íàñòóïíûÿ àçíà÷ýííi âåëüìi âàæíûÿ äëÿ ðàçóìåííÿ iäýé, íà
ÿêiõ áóäóþööà ìåòàäû ðàøýííÿ çàäà÷ àá àáàãóëüíåíûõ ïàòîêàõ. Öûêë C
ó ãðàôå G íàçûâàåööà ãåíåðóþ÷ûì, êàëi γ(C) > 1. Êàëi γ(C) < 1, òî C �
àáñàðáóþ÷û öûêë. Êàëi æ γ(C) = 1, òî C � íåéòðàëüíû öûêë.

Ïà àíàëîãii ñà çâû÷àéíûì ïñå�óäàïàòîêàì êîæíû àáàãóëüíåíû ïñå�óäàïàòîê
ìîæíà ïðàäñòàâiöü ÿê ñóìó íåâÿëiêàé (≤ m) êîëüêàñöi "ýëåìåíòàðíûõ àáà-
ãóëüíåíûõ ïñå�óäàïàòîêà�ó". ßê i ðàíåé, êîæíû ç ãýòûõ ïðûìiòû�óõ ýëåìåí-
òà�ó àçíà÷àåööà òûïàì ïàäãðàôà, íà äóãàõ ÿêîãà ïñå�óäàïàòîê íåíóëÿâû.
Öÿïåð òàêiõ òûïà�ó ïàäãðàôà�ó ïÿöü:

1) øëÿõ ç âÿðøûíi ç äýôiöûòàì ó âÿðøûíþ ç ëiøêàì;

2) ãåíåðóþ÷û öûêë ðàçàì ñà øëÿõàì, ÿêi ïà÷ûíàåööà �ó àäíîé ç âÿðøûíü
öûêëà i çàêàí÷âàåööà �ó âÿðøûíi ç ëiøêàì;

3) àáñàðáóþ÷û öûêë ðàçàì ñà øëÿõàì, ÿêi ïà÷ûíàåööà �ó âÿðøûíi ç äýôi-
öûòàì i çàêàí÷âàåööà �ó àäíîé ç âÿðøûíü öûêëà;

4) íåéòðàëüíû öûêë;

5) ãåíåðóþ÷û öûêë çëó÷àíû øëÿõàì ç àáñàðáóþ÷ûì öûêëàì (áiöûêë).

Öÿïåð ìû àçíà÷àåì ýëåìåíòàðíû àáàãóëüíåíû ïñå�óäàïàòîê ÿê àáàãóëü-
íåíû ïñå�óäàïàòîê, äëÿ ÿêîãà

• ïàäãðàô, óòâîðàíû äóãàìi ç äàäàòíûì ïàòîêàì, íàëåæûöü äà àäíàãî
ç âûøýéàçíà÷àíûõ ïÿöi öûïà�ó;
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• ëiøàê óñiõ âÿðøûíü ðî�óíû íóëþ, àêðàìÿ âÿðøûíi, ó ÿêóþ íå �óâàõîäçÿöü
äóãi (ìàå äýôiöûò), i âÿðøûíi, ç ÿêîé íå âûõîäçÿöü äóãi (ìàå ëiøàê).

Òýàðýìà 5.1 Êîæíû àáàãóëüíåíû ïñå�óäàïàòîê g ìîæíà ïðàäñòàâiöü ó
âûãëÿäçå g =

∑k
i=1 gi (k ≤ m), äçå gi �åñöü ýëåìåíòàðíû àáàãóëüíåíû ïñå�óäàïàòîê.

Äîêàç ãýòàé òýàðýìû ìû ïàêiäàåì ÷ûòà÷ó �ó ÿêàñöi âåëüìi êàðûñíàãà
ïðàêòûêàâàííÿ. �

5.2 Àáàãóëüíåíàÿ òðàíñïàðòíàÿ çàäà÷à

Àáàãóëüíåíàÿ òðàíñïàðòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåööà �ó òûì êàá çíàéñöi äà-
ïóø÷àëüíû àáàãóëüíåíû ïàòîê g, ÿêi ìàå ìiíiìàëüíû êîøò c(g) ñÿðîä �óñiõ
äàïóø÷àëüíûõ àáàãóëüíåíûõ ïàòîêà�ó. ßå ôàðìóë�å�óêà ÿê çàäà÷û ËÏ íà-
ñòóïíàÿ: ∑

(v,w)∈E

c(v, w)g(v, w)→ min

−
∑

(v,w)∈E

g(v, w) = d(v), v ∈ V,

g(v, w) = −γ(w, v)g(w, v), (v, w) ∈ E, (5.7)

g(v, w) ≤ u(v, w), (v, w) ∈ E.

5.2.1 Ïðûêëàäû ïðûëàæýííÿ�ó

Êàìáiíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà àáàãóëüíåíàé òðàíñïàðòíàé çàäà÷û âåëüìi áàãà-
òàÿ. Òàìó ÿíà äàçâàëÿå ìàäýëÿâàöü çíà÷íà áîëüø ñêëàäàíûÿ ïðàêòû÷íûÿ
ñiòóàöûii, ó ïðûâàòíàñöi, ýêàíàìi÷íûÿ ïðàöýñû. Íàïðûêëàä, áiöûêë ìîæíà
âûêàðûñòî�óâàöü �ó ÿêàñöi ìàäýëi "âûòâîðöà-ñïàæûâåö". Ìû æ àáìÿæóåìñÿ
ðàçãëÿäàì íåêàëüêiõ ìiêðàýêàíàìi÷íûõ ìàäýëÿ�ó.

Çàãðóçêà ìàøûí

Ìàåööà r ìàøûí, íà êîæíàé ç ÿêiõ ìîæíà âûðàáëÿöü ëþáû ç p ïðàäóê-
òà�ó. Äàïóñöiì, øòî ìàøûíà j ìîæà ïðàöàâàöü òîëüêi íà ïðàöÿãó tj ãàäçií.
Âûòâîð÷àñöü àäçiíêi ïðàäóêòà i íà ìàøûíå j ïàòðàáóå τij ãàäçií i êàøòóå
ci,j ðóáë�å�ó. Ïàòðýáíà âûðàáiöü αi àäçiíàê ïðàäóêòà i. Çàäà÷à çàêëþ÷àåö-
öà �ó òûì, êàá âûðàáiöü ïàòðýáíóþ êîëüêàñöü ïðàäóêòà�ó ç ìiíiìàëüíûìi
ãðàøîâûìi âûäàòêàìi.

Ìû ñôàðìóëþåì ãýòó çàäà÷ó ÿê çàäà÷ó àá àáàãóëüíåíûì ïàòîêó ìiíi-
ìàëüíàãà êîøòó. Àçíà÷ûì àðãðàô G ç ìíîñòâàì âÿðøûíü

V
def= {1, . . . , p, 1′, . . . , r′}
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i ìíîñòâàì äóã

E
def= {(i, j′) : i = 1, . . . , p; j′ = 1′, . . . , r′} ∪ {(j′, j′) : j′ = 1′, . . . , r′}.

Àçíà÷ûì ôóíêöûþ ïîïûòó ïà ïðàâiëó:

d(i) = −α(i), i = 1, . . . , p,
d(j′) = tj , j′ = 1′, . . . , r′.

Âûéãðûø ïà äóçå (i, j′) ðî�óíû γ(i, j′) def= τi,j , à êîøò ãýòàé äóãi ðî�óíû

c(i, j′) def= cij . Âûéãðûø ïà äóçå (j′, j′) � γ(j′, j′) def= 2, à ÿå êîøò � c(j′, j′) =
0. Äóãà (j′, j′) óâåäçåíà äëÿ òàãî êàá "çðàñõîäàâàöü"÷àc ïðàñòîþ ìàøûí i
òûì ñàìûì âûêàíàöü óìîâó çàõàâàííÿ ïàòîêà.

5.3 Êðûòýðûi àïòûìàëüíàñöi

Ïà àíàëîãii ñà çâû÷àéíûìi ïàòîêàìi äëÿ ôóíêöûi öýí p : V → R àçíà÷ûì
ïðûâåäçåíû êîøò äóãi (v, w) ∈ E ïà ïðàâiëó:

cγp(v, w) def= c(v, w) + p(v)− γ(v, w)p(w).

Ëåìà 5.1 Äëÿ àáàãóëüíåíàãà ïñå�óäàïàòîêà g i ôóíêöûi öýí p ìàå ìåñöà
íàñòóïíàÿ ðî�óíàñöü:∑

(v,w)∈E

cγp(v, w)g(v, w) =
∑

(v,w)∈E

c(v, w)g(v, w)− 2
∑
v∈V

p(v)eγg (v).

Äîêàç. Íåïàñðýäíà ïà àçíà÷ýííþ àáàãóëüíåíàãà ïàòîêà ìàåì∑
(v,w)∈E

cγp(v, w)g(v, w) =
∑

(v,w)∈E

c(v, w)g(v, w) +

∑
v∈V

p(v)
∑

(w,v)∈E(v,V )

g(v, w)−

∑
v∈V

p(v)
∑

(w,v)∈E(V,v)

γ(w, v)g(w, v)

=
∑

(v,w)∈E

c(v, w)f(v, w)− 2
∑
v∈V

p(v)eγg (v).

�

Òýàðýìà 5.2 Àáàãóëüíåíû äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê g ç'ÿ�óëÿåööà àïòû-
ìàëüíûì òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi icíóå ôóíêöûÿ öýí p, òàêàÿ, øòî âû-
êîíâàåööà íàñòóïíàÿ �óìîâà äàïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi:

cγp(v, w) ≥ 0 äëÿ �óñiõ (v, w) ∈ Eg . (5.8)
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Äîêàç. Íÿõàé g � àäâîëüíû àáàãóëüíåíû ïàòîê. Êàëi g(v, w) > g(v, w), òî
(v, w) ∈ Eg i ïà 5.8 àòðûìëiàåì, øòî cγp(v, w) ≥ 0. Àíàëàãi÷íà, êàëi g(v, w) >
g(v, w), òî (w, v) ∈ Eg i cγp(w, v) ≥ 0 ïà (5.8). Òàìó cγp(v, w) = −cγp(w, v) ≤ 0.
Ç óëiêàì ãýòàãà i ëåìû 5.1 ìàåì∑

(v,w)∈E

c(g(v, w)− g(v, w)) =
∑

(v,w)∈E

cγp(v, w)(g(v, w)− g(v, w)) ≥ 0.

�

Òýàðýìà 5.3 Àáàãóëüíåíû äàïóø÷àëüíû ïñå�óäàïàòîê g ç'ÿ�óëÿåööà àïòû-
ìàëüíûì òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi �ó ãðàôå Gg íÿìà íi íåéòðàëüíûõ öûê-
ëà�ó íi áiöûêëà�ó àäìî�óíàãà êîøòó.

Äîêàç. Àíàëàãi÷íû äîêàçó òýàðýìû 2.1 ç âûêàðûñòàííåì òýàðýìû àá
äýêàìïàçiöûi 5.1. �

5.4 Öûêëi÷íûÿ äðýâû

Çâÿçíû íåàðûåíòàâàíû ãðàô íàçàâåì öûêëi÷íûì äðýâàì, êàëi �åí óòðûìëi-
âàå äàêëàäíà àäçií öûêë. Ãðàô, êîæíàÿ êàìïàíåíòà çâÿçíàñöi ÿêîãà ç'ÿ�óëÿåööà
öûêëi÷íûì äðýâàì, íàçàâåì öûêëi÷íûì ëåñàì.

5.4.1 Ïðàäñòà�óëåííå öûêëi÷íàãà ëåñó

Íÿõàé öûêëi÷íû ëåñ ñêëàäàåööà ç k öûêëi÷íûõ äðýâà�ó. Ó i-ì öûêëi÷íûì
äðýâå bTi çàôiêñóåì ëþáîå ðàáðî ei (öûêëi÷íàå ðàáðî), ÿêîå íàëåæûöü àä-
çiíàìó öûêëó �å bTi. Äðýâà bTi − ei àáàçíà÷ûì ïðàç Ti. Öÿïåð öûêëi÷íû ëåñ
ìîæíà çàäàâàöü ñïiñàìi prec, depth, next äëÿ çàäàííÿ ëåñà, ñêëàäçåíàãà ç
äðýâà�ó T1, . . . , Tk, ïëþñ àäçií äàäàòêîâû ñïiñ cycle_edge, äçå

cycle_edge[v] def=
{

ei, v êîðàíü äðýâà Ti ,
nil, v íå ç'ÿ�óëÿåööà êîðíåì.

.

5.4.2 Àçíà÷ýííå öýí íà âÿðøûíÿõ öûêëi÷íàãà äðýâà

Íÿõàé bT �åñöü öûêëi÷íàå äðýâà �ó ãðàôå G (áåç óëiêó àðûåíòàöûi). Òàê
ÿê ãðàô G ñiìåòðû÷íû, òî êîæíàìó ðàáðó (v, w) ∈ E(bT ) àäïàâÿäàþöü
äçâå äóãi ãðàôà G: (v, w) i (w, v). Ìû õî÷àì àçíà÷ûöü ôóíêöûþ öýí p íà
âÿðøûíÿõ öûêëi÷íàãà äðýâà bT òàêiì ÷ûíàì, øòî cγp(v, w) = 0 äëÿ �óñiõ
(v, w) ∈ E(bT ). Öýíû âÿðøûíü áóäçåì ñïà÷àòêó ïðàäñòà�óëÿöü äçâóìÿ ôóíê-
öûÿìi α, β : V → R. Ãýòà àçíà÷àå, øòî p(v) = α(v) + θβ(v), äçå ïàðàìåòð θ
òðýáà áóäçå âûçíà÷ûöü. Íÿõàé r �åñöü êîðàíü öûêëi÷íàãà äðýâà, a e = (x, y)
� ÿãî öûêëi÷íàå ðàáðî. Ñïà÷àòêó ìû àçíà÷àåì α(r) = 0, β(r) = 1. Ïàñ-
ëÿ ãýòàãà, âûêàðûñòî�óâàþ÷û iíäýêñû next i �óêàçàëüíiêi prec, ðóõàåìñÿ ïà
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compute_prices(parent, next, r, (x, y), p)
{
α(r) := 0; β(r) := 1;
for (w := next[r]; w 6= r; w := next(w)) {
v := parent(w);
α(w) := (α(v) + c(v, w))/γ(v, w);
β(w) := β(v)/γ(v, w);

}

θ :=
c(x, y) + α(x)− γ(x, y)α(y)

γ(x, y)β(y)− β(x)
;

p(r) := θ;
for (v := next[r]; v 6= r; v := next(v))

p(v) := α(v) + θβ(v);
}

Ìàëþíàê 5.1: Ïðàöýäóðà äëÿ âûëi÷ýííÿ öýí âÿðøûíü öûêëi÷íàãà äðýâà

äóãàõ (v, w) äðýâà i âûëi÷âàåì íåâÿäîìûÿ öýíû âÿðøûíü w ïà ôîðìóëå
p(w) = (c(v, w) + p(v))/γ(v, w), öi

α(w) = (c(v, w) + α(v))/γ(v, w), β(w) = β(v)/γ(v, w).

Ó çàêëþ÷ýííå, âûëi÷âàåì θ ç óìîâû

cγp(x, y) = c(x, y) + α(x) + θβ(x)− γ(x, y)(α(y) + θβ(y)) = 0.

Àäêóëü

θ =
c(x, y) + α(x)− γ(x, y)α(y)

γ(x, y)β(y)− β(x)
. (5.9)

Àëãàðûòì âûëi÷ýííÿ öýí ïðûâåäçåíû íà ìàë. 5.4.2.

5.4.3 Àçíà÷ýííå ïàòîêà�ó íà äóãàõ öûêëi÷íàãà äðýâà

Íÿõàé bT �åñöü öûêëi÷íàå äðýâà, d : V (bT ) → R � ôóíêöûÿ ïîïûòó. Ïàêà-
æàì, øòî íà äóãàõ E(bT ) ìîæíà àçíà÷ûöü àäçiíû àáàãóëüíåíû ïñå�óïàòîê f ,
òàêi, øòî eγf = d(v) äëÿ �óñiõ v ∈ V (bT ). Íÿõàé r �åñöü êîðàíü, à e = (x, y) �
öûêëi÷íàå ðàáðî bT . Äàïóñöiì, øòî �óêàçàëüíiêi parent, next çàäàþöü äðýâà

T
def= bT − e Ïðàöýäóðà compute_�ows, ÿêàÿ áóäóå äàïóø÷àëüíû àáàãóëüíå-

íû ïàòîê, ïðàäñòà�óëåíà íà ìàë. 5.4.3.
Ó àäðîçíåííå àä ïðàöýäóðû compute_prices ïðàöýäóðà compute_�ows

àïðàöî�óâàå âÿðøûíi äðýâà �ó íàïðàìêó àä ëiñöÿ�ó äà êîðíÿ. Ëiøàê âÿðøûíi

v áóäçåì ïðàäñòà�óëÿöü ÿê ëiíåéíóþ ôóíêöûþ eγf (v) def= α(v) + θβ(v) ïàðà-
ìåòðà θ, ÿêi òðýáà áóäçå ïîòûì âûçíà÷ûöü. Ñïà÷àòêó äëÿ �óñiõ âÿðøûíü
öûêëi÷íàãà äðýâà α(v) = d(v), à β(v) = 0 äëÿ �óñiõ âÿðøûíü, àäðîçíûõ àä
x, y. Òàê ÿê ó äàëåéøûì ìû àçíà÷ûì ïàòîê ïà äóçå (x, y) ðî�óíûì θ, òî
àçíà÷àåì β(x) = 1, à β(y) = −γ(x, y).
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compute_�ows(parent, next, r, (x, y), d, f)
{
α(r) := d(r); β(r) := 0;
for (w := next(r); w 6= r; w := next(w)) {
α(w) := d(w); β(w) := 0;

}
β(x) := 1; β(y) := −γ(x, y);
for (w := next−1(r); w 6= r; w := next−1(w)) {
v := parent(w);
α(v) := α(v) + α(w)/γ(v, w);
β(v) := β(v) + β(w)/γ(v, w);

}
θ := −α(r)/β(r);
f(x, y) := θ;
for (w := next(r); w 6= r; w := next(w)) {
v := parent(w);
f(v, w) := −(α(w) + θβ(w))/γ(v, w);

}
}

Ìàëþíàê 5.2: Ïðàöýäóðà äëÿ âûëi÷ýííÿ ïàòîêà�ó íà äóãàõ öûêëi÷íàãà äðýâà

Íÿõàé w �åñöü íåéêi ëicò äðýâà T , v = parent(w). Àäçiíû ñïîñàá ëiêâiäà-
âàöü äûñáàëàíñ âåëi÷ûíi α(w) + θβ(w) ó âÿðøûíi w ãýòà ïóñöiöü ç âÿðøûíi

v ïà äóçå (v, w) ïàòîê âåëi÷ûíi δ
def= −(α(w) + θβ(w))/γ(v, w). Øòî, ó ñâàþ

÷àðãó, ïðûâÿäçå äà ïàìÿíøýííÿ ëiøêó �ó âÿðøûíi v íà δ. Òàìó ìû çàìÿíÿåì
α(v) íà α(v) + α(w)/γ(v, w), à β(v) � íà β(v) + β(w)/γ(v, w). Ïàñëÿ ãýòà-
ãà, ìû ìîæàì ïðûìÿíiöü àïiñàíû âûøýé ñïîñàá i ëiêâiäàâàöü äûñáàëàíñ âà
�óñiõ âÿðøûíÿõ äðýâà àêðàìÿ êîðíÿ r. Âûáÿðýì θ ç óìîâû α(r) + θβ(r) = 0.
Àäêóëü θ = −α(r)/β(r). Öÿïåð i ó êîðíi r çàõî�óâàåööà áàëàíñ. Âåäàþ÷û θ
ìû ìîæàì ïà�óòàðûöü ócþ ïðàöýäóðó ç ñàìàãà ïà÷àòêó i àçíà÷ûöü ïàòîêi
íà äóãàõ öûêëi÷íàãà äðýâà.

Ìû äàêàæàì êàðýêòíàñöü íàøàé ïðàöýäóðû, êàëi ïàêàæàì, øòî β(r) 6=
0. Iíàêø óðà�óíåííå α(r) + θβ(r) = 0 íå ìàå ðàøýííÿ. Óñïîìíiì, øòî äûñ-
áàëàíñ âåëi÷ûíi α(r) + θβ(r) óòâàðû�óñÿ ÿê âûíiê òàãî, øòî ìû ïàêëàëi
g(x, y) = θ. Ãýòà, ó ñâàþ ÷àðãó, óòâàðûëà äýôiöûò âåëi÷ûíi θ ó âÿðøûíi x
i ëiøàê âåëi÷ûíi γ(x, y)θ ó âÿðøûíi y. Íÿõàé P (r, x) �åñöü àäçiíû øëÿõ ó
äðýâå T àä r äà x, à P (y, r) � àäçiíû øëÿõ ó äðýâå T àä y äà r. Àäçiíû
ñïîñàá ëiêâiäàâàöü äûñáàëàíñ ó âÿðøûíi x áåç óòâàðýííÿ äûñáàëàíñà âà
�óñiõ âÿðøûíÿõ àêðàìÿ êîðíÿ � ãýòà ïàñëàöü θ/γ(P (r, x)) àäçiíàê ïàòîêà
ç êîðíÿ r óçäî�óæ øëÿõó P (r, x) äà âÿðøûíi x. Àíàëàãi÷íà, àäçiíû ñïîñàá
ëiêâiäàâàöü äûñáàëàíñ ó âÿðøûíi y áåç óòâàðýííÿ äûñáàëàíñà âà �óñiõ âÿð-
øûíÿõ àêðàìÿ êîðíÿ � ãýòà ïàñëàöü γ(x, y)θ àäçiíàê ïàòîêà ç y óçäî�óæ
øëÿõó P (y, r) äà r. Óñ�å ãýòà ïðûâÿäçå äà ñóìàðíàãà äûñáàëàíñà âåëi÷ûíi
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γ(x, y)θγ(P (y, r))− θ/γ(P (r, x)) ó êîðíi r. Òàêiì ÷ûíàì,

β(r) = γ(x, y)γ(P (y, r))− 1
γ(P (r, x))

.

Òàìó β(r) = 0 òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi γ(P (r, x))γ(x, y)γ(P (y, r)) = 1, øòî
íåìàã÷ûìà, òàê ÿê γ(P (r, x))γ(x, y)γ(P (y, r)) �åñöü âûéãðûø àäçiíàãà öûêëà
öûêëi÷íàãà äðýâà.

5.5 Àáàãóëüíåíû ñåòêàâû ñiìïëåêñ-ìåòàä

Àáàãóëüíåíû ñåòêàâû ñiìïëåêñ-ìåòàä ïðûâåäçåíû íà ìàë. 5.5. Íà �óâàõîä àë-
ãàðûòìà ïàäàåööà äàïóø÷àëüíû àáàãóëüíåíû ïàòîê i äàïóø÷àëüíû öûêëi÷-
íû ëåñ, ÿêi ïðàäñòà�óëåíû ôóíêöûÿìi parent, next, depth i cycl_edge. Ñïà-
÷àòêó àëãàðûòì ïà öûêëi÷íàìó ëåñó âûëi÷âàå ôóíêöûþ öýí p. Ãàëî�óíû öû-
êë àëãàðûòìà âûêëiêàå ïðàöýäóðó check_optimality, ÿêàÿ ïðàâÿðàå �óìîâó
äàïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi. Êàëi ÿíà âûêîíâàåööà, òî check_optimality
âÿðòàå çíà÷ýííå nil i ìåòàä ñïûíÿåööà, òàê ÿê áÿãó÷û àáàãóëüíåíû ïàòîê
àïòûìàëüíû. Ó àäâàðîòíûì âûïàäêó, check_optimality âÿðòàå äóãó (v, w),
íà ÿêîé ïàðóøàåööà �óìîâà äàïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi. Ïîòûì, ñïîñàáàì,
ÿêi áóäçå àïiñàíû íiæýé, ìåòàä çíàõîäçiöü äóãó (x, y), ÿêàÿ âûäàëÿåööà ç
öûêëi÷íàãà ëåñó. Ó çàâÿðøýííå iòýðàöûi, àëãàðûòì äàáà�óëÿå äà öûêëi÷íàãà
ëåñó äóãó (v, w) i ïåðàëi÷âàå äóãàâûÿ ïàòîêi i öýíû âÿðøûíü.

5.5.1 ßê çíàéñöi äàïóø÷àëüíûÿ àáàãóëüíåíû ïàòîê i

öûêëi÷íàå äðýâà

Iñíóå âåëüìi ïðîñòû øòó÷íû øëÿõ ïàáóäàâàöü äàïóø÷àëüíûÿ àáàãóëüíåíû
ïàòîê i öûêëi÷íàå äðýâà. Àçíà÷ûì äóãàâûÿ ïàòîêi �ó ãðàôå G ïà ïðàâiëó:
g(v, w) = −u(w, v), g(w, v) = −γ(v, w)g(v, w). Êàá ëiêâiäàâàöü ìàã÷ûìûÿ
äûñáàëàíñû, äëÿ êîæíàé âÿðøûíi v ∈ V óâÿäçåì ïåòëþ e = (v, v) i ñóïðà-
öüëåãëóþ e = (v, v) ç íàñòóïíûìi ïàðàìåòðàìi:

u(e) =∞, c(e) = M, γ(e) =
{

1
2 , êàëi eγg (v)− d(v) ≤ 0,
2, êàëi eγg (v)− d(v) > 0,

u(e) = 0, c(e) = −γ(e)c(e), γ(e) = 1
γ(e) .

äçå M � äàñòàòêîâà âÿëiêi ëiê. Äëÿ êîæíàé âÿðøûíi v ∈ V àçíà÷ûì

g(v, v) def= abs(d(v))/(1− γ(v, v)).
Òàê ÿê êîæíàÿ øòó÷íàÿ ïÿòëÿ ìàå äàñòàêîâà âÿëiêi êîøò M , òî ïàòî-

êi ïà iõ �ó àïòûìàëüíûì ðàøýííi áóäóöü íóëÿâûìi. Iíàêø �ó àáàãóëüíåíàé
ïàòîêàâàé ñåòöû íÿìà íi âîäíàãà äàïóø÷àëüíàãà àáàãóëüíåíàãà ïàòîêà.

Ó çàêëþ÷ýíåíå çàçíà÷ûì, øòî �ócå ðàçàì øòó÷íûÿ ïåòëi �óòâàðàþöü äà-
ïóø÷àëüíû öûêëi÷íû ëåñ cF , ç ÿêîãà ìîæà ïà÷àöü ïðàöàâàöü àáàãóëüíåíû
ñiìïëåêñ-ìåòàä.
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generalized_simplex(G, u, c, γ, d,
parent, next, depth, cycl_edge, g, p)

{
for ( ; r ∈ V ; ) if cycl_edge(r) 6= nil

compute_prices(parent, next, r, (x, y) := cycl_edge(r), p);
for ( ; ((v, w) := check_optimality(c, u, g, p)) 6= nil; ) {
r1 := find_root(v, parent, next);
r2 := find_root(w, parent, next);
for (i := 1; i ≤ n; i := i+ 1) d′(i) = 0;
d′(v) := 1; d′(w) := −γ(v, w);
compute_�ows(parent, next, r1, (x, y) := cycl_edge(r1), d′, f);
if (r1 6= r2)
compute_�ows(parent, next, r2, (x, y) := cycl_edge(r2), d′, f);
f(v, w) := 1; f(w, v) := −γ(v, w)f(v, w);

(x, y) ∈ arg min
(i,j)∈E: f(i,j)>0

ug(i, j)
f(i, j)

;

g := f + δf ;
Âûäàëÿåì ðàáðî (x, y) ç áàçiñíàãà öûêëi÷íàãà ëåñó i
äàáà�óëÿåì ðàáðî (v, w);
compute_prices(parent, next, root[i], r1, p);
if (r1 6= r2) {
compute_prices(parent, next, root[i], r1, p);

}
}

Ìàëþíàê 5.3: Àáàãóëüíåíû ñåòêàâû ñiìïëåêñ-ìåòàä

5.5.2 Âûáàð äóãi äëÿ âûâàäà ç öûêëi÷íàãà ëåñó

Íÿõàé ìû çáiðàåìñÿ �óâîäçiöü ó öûêëi÷íàå ëåñ äóãó (v, w). Ñïà÷àòêó ìû
çíîéäçåì àäêàç íà íàñòóïíàå ïûòàííå:

íà ÿêóþ âåëi÷ûíþ f(i, j) ïàâÿëi÷ûööà ïàòîê ïà äóçå (i, j) öû-
êëi÷íàãà ëåñà ïðû ïàâåëi÷ýííi ïàòîêà ïà äóçå (v, w) íà àäçiíêó?

Àçíà÷ûì ôóíêöûþ ïîïûòó b′ ïà ïðàâiëó:

b′(i) def=

 1, êàëi i = v,
−γ(v, w), êàëi i = w,

0, êàëi i ∈ V \ {v, w}.

Íÿõàé f �åñöü àáàãóëüíåíû ïàòîê ç íåíóëÿâûìi ïàòîêàìi òîëüêi íà äóãàõ
öûêëi÷íàãà ëåñó, òàêi, øòî äëÿ êîæíàé âÿðøûíi i ∈ V âûêîíâàåööà áàëàí-
ñàâàÿ �óìîâà: ef (i) = b′(i). Çàçíà÷ûì, øòî f ìîæíà çíàéñöi, âûêëiêà�óøû
ïðàöýäóðó compute_�ows äëÿ öûêëi÷íûõ äðýâà�ó, ÿêiì íàëåæàöü âÿðøûíi v
i w. Êàëi v i w íàëåæàöü àäíàìó öûêëi÷íàìó äðýâó, òî compute_�ows òðýáà
âûêëiêàöü òîëüêi àäçií ðàç.

Öÿïåð çíîéäçåì àäêàç íà ÿø÷ý àäíî ïûòàííå:
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íà ÿêóþ ìàêñiìàëüíóþ âåëi÷ûíþ δ ìîæíà ïàâÿëi÷ûöü ïàòîê ïà
äóçå (v, w), íå ïàðóøàþ÷û ïðàïóñêíûõ çäîëüíàñöåé?

Ìû çíîéäçåì δ ç íàñòóïíàé ñiñòýìû íÿðî�óíàñöÿ�ó:

g(i, j) + δf(i, j) ≤ u(i, j) äëÿ �óñiõ (i, j) ∈ E′,

äçå E′
def= E(bF ) ∪ (v, w). Àäêóëü

δ = min
(i,j)∈E′: f(i,j)>0

ug(i, j)
f(i, j)

. (5.10)

Íÿõàé (x, y) �åñöü äóãà, íà ÿêîé äàñÿãàåööà ìiíiìóì ó (5.10). Ãýòàÿ äóãà äóãà
ïàâiííà âûäàëÿööà ç öûêëi÷íàãà ëåñà.

Ïàñëÿ òàãî ÿê âåëi÷ûíÿ δ âûçíà÷àíà, àëãàðûòì ïàâÿëi÷âàå ïàòîê g(i, j)
íà âåëi÷ûíþ δf(i, j) äëÿ êîæíàé äóãi (i, j) ∈ E′. Êàëi δ = 0, òî iòýðàöûÿ âû-
ðàäæàíàÿ. Ó ãýòûì âûïàäêó àáàãóëüíåíû ïàòîê íå çìÿíÿåööà, à çìÿíÿåööà
òîëüêi öûêëi÷íû ëåñ (òàê ÿê (x, y) 6= (v, w)).

5.5.3 Ãåàìåòðû÷íàÿ iíòýðïðýòàöûÿ àáàãóëüíåíàãà

ñåòêàâàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà

ßê ìû áà÷ûëi, ñåòêàâû ñiìïëåêñ-ìåòàä íà êîæíàé iòýðàöûi çìÿíÿå ïàòîê
íà äóãàõ öûêëà àäìî�óíàãà êîøòó �ó ãðàôå àñòàòíiõ ïðàïóñêíûõ çäîëüíà-
ñöåé. Çàðàç ìû ïàñïðàáóåì ðàçàáðàööà, øòî æ àäáûâàåööà íà iòýðàöûÿõ
àáàãóëüíåíàãà ñåòêàâàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà.

Ïðû äàáà�óëåííi ðàáðà (v, w) äà öûêëi÷íàãà ëåñó �óòâàðàåööà àäçiíû ái-
öûêë, ñêàæàì (C1, P, C2). Ìàã÷ûìû äâà âàðûÿíòû: 1) (v, w) ∈ E(C1); 2)
(v, w) ∈ E(P ). Òðýöi ìàã÷ûìû âûïàäàê, êàëi (v, w) ∈ E(C2), ïåðíóìàðàöû-
ÿé öûêëà�ó C1 i C2 çâîäçiööà äà ïåðøàãà.

1) Âûáÿðýì àðûåíòàöûþ ðýáðà�ó öûêëà C1 êàá ðàáðî (v, w) ïðàõîäçiëàñÿ
�ó íàêiðóíêó àä v äà w. Êàëi àòðûìàåì ãåíåðóþ÷û öûêë, òî àðûåíòóåì øëÿõ
P ó íàïðàìêó àä C1 äà C2, à àðûåíòàöûþ C2 âûáiðàåì òàêîé, êàá àòðûìàöü
àáñàðáóþ÷û öûêë. Êàëi æ ïàñëÿ àðûåíòàöûi C1 ç'ÿóëÿåööà ãåíåðóþ÷ûì
öûêëàì, òî âûáiðàåì àðûåíòàöûi P i C2 ñóïðàöüëåãëûìi òûì, ÿêiÿ �óêàçàíû
âûøýé äëÿ ãåíåðûðóþ÷àãà öûêëà.

2) Àðûåíòóåì øëÿõ P òàêiì ÷ûíàì, êàá àòðûìàöü äóãó (v, w). Êàëi àò-
ðûìàíû øëÿõ âÿäçå àä C1 äà C2, òî àðûåíòóåì C1 êàá àòðûìàöü ãåíåðóþ÷û
öûêë, à àðûåíòàöûÿ C2 âûáiðàåööà ç ìýòàé àòðûìàöü àáñàðáóþ÷û öûêë.
Ó âûïàäêó, êàëi ïàñëÿ àðûåíòàöûi øëÿõ P âÿäçå àä C2 äà C1, òî ïàñëÿ
àðûåíòàöûi C1 ïàâiíåí áûöü àáñàðáóþ÷ûì, à C2 � ãåíåðóþ÷ûì.

Ó àáîäâóõ âûïàäêàõ ìû àòðûìàëi äàïóø÷àëüíû àðûåíòàâàíû áiöûêë ó
ãðàôå Gg àäìî�óíàãà ïðûâåäçåíàãà êîøòó (óñå äóãi öûêëi÷íàãà ëåñó ìàþöü
íóëÿâû êîøò, à cγp(v, w) < 0). Äëÿ êàíêðýòíàñöi, áóäçåì ëi÷ûöü, øòî C1 �
ãåíåðûþ÷û öûêë. Àäçiíêó ïàòîêà, çãåíåðûðàâàííóþ öûêëàì C1, ïà øëÿõó
P ìîæíà ïåðàâåñöi �ó γ(P ) àäçiíàê ïàòîêà íà öûêëå C2 i òàì àáñàðáàâàöü
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Òàáëiöà 5.1: Êóðñû àáìåíà âàëþò ó íåéêi äçåíü

Âàëþòà Âàëþòà Àáìåííû êóðñ, r Ëiìiò
çäàäçåíàÿ, x àòðûìàíàÿ, y (y = rx) íà x

Äîëàðû Ôóíòû 0.56 1,000
Äîëàðû Ëiðû 1,241 500
Ôóíòû Ëiðû 2,200 160
Ëiðû Ôóíòû 0.00045 200,000
Ãóëüäýíû Ôóíòû 3.37 400
Ëiðû Éåíû 0.11 950,000
Éåíû Ãóëüäýíû 0.014 15,000
Ãóëüäýíû Éåíû 70.5 500
Ãóëüäýíû Ôðàíêi 3.0 1,600
Éåíû Ôðàíêi 0.042 80,000

iõ. Ó àáàãóëüíåíûì ñåòêàâûì ñiìïëåêñ-ìåòàäçå áiöûêë ãåíåðûðóå i àáñàð-
áiðóå ñòîëüêi ìíîãà ïàòîêà, êîëüêi äàçâàëÿþöü ïðàïóñêíûÿ çäîëüíàñöi äóã
áiöûêëà. Êàëi ïðû ãýòûì ïà äóçå (v, w) áóäçå ïðàöÿêàöü δ àäçiíàê ïàòîêà,
òî ôóíêöûÿ ìýòû ïàìåíøûööà íà cγp(v, w)δ.

5.6 Ïðàêòûêàâàííi

1. Àïòûìàëüíû àáìåí âàëþòû. Êîæíû äçåíü ó àáìåííûì ïóíêöå
àäíàìó ÷àëàâåêó äàçâîëåíà àáìÿíÿöü àáìåæàâàíóþ êîëüêàñöü àäíîé
âàëþòû íà íåéêóþ êîëüêàñöü iíøàé âàëþòû. Ãýòûÿ àáìåæàâàííi i
àáìåííûÿ êóðñû ó íåéêi êàíêðýòíû äçåíü ïðûâåäçåíû �ó òàáëiöû 1.
Äàïóñöiì, øòî �ó âàñ �åñöü 1000 äîëàðà�ó i âû õî÷àöå àáìÿíÿöü iõ íà ÿê
ìàãà áîëüøóþ êîëüêàñöü ôðàíêà�ó, âûêàíà�óøû íåéêóþ ïàñëÿäî�óíàñöü
àáìåíà�ó. Ñôàðìóëþéöå äàäçåíóþ çàäà÷ó ÿê çàäà÷ó àá àáàãóëüíåíûì
ïàòîêó ìiíiìàëüíàãà êîøòó i âûðàøûöå ÿå ç äàïàìîãàé ïðàãðàìû
NetOpt.
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	Апраксiмацыя кавалкава-лiнейнай функцыi
	Кантроль за якасцю прадукцыi

	Дрэва карацейшых шляхоу̌
	Алгарытм пабудовы дрэва карацейшых шляхоу̌
	Алгарытм Форда-Бэлмана
	Алгарытм Дэйкстры

	Карацейшыя шляхi з абмежаваннем на час праезду
	Карацейшыя шляхi памiж усiмi парамi вяршынь
	Карацейшыя шляхi у̌ ацыклiчным арграфе
	Сеткавае планаванне
	Сеткавая мадэль праекта --- сеткавы графiк
	Метад крытычнага шляху

	Цыклы мiнiмальнага сярэдняга кошту
	Алгарытм Карпа
	Двойны метад

	Практыкаваннi

	Патокi у̌ сетках
	Патокi i граф астатнiх прапускных здольнасцей
	Фармулëу̌кi класiчных патокавых задач
	Задача аб максiмальным патоку
	Задача аб цыркуляцыi мiнiмальнага кошту
	Транспартная задача

	Крытэрыi аптымальнасцi
	Транспартная задача
	Задача аб максiмальным патоку
	Прыблiзная аптымальнасць


	Задача аб максiмальным патоку
	Алгарытм адметак
	Алгарытм Гольдберга i Тар'яна
	Эфектыу̌ная рэалiзацыя алгарытма Push and Relabel
	Размеркаванне рэсурсау̌ у графiках праектау̌

	Транспартная задача
	Метад адмоу̌ных цыклау̌
	Сеткавы сiмплекс-метад
	Структуры дадзеных для прадстау̌лення базiснага дрэва
	Строга дапушчальныя пакрывальныя дрэвы i складанасць сеткавага сiмплекс-метада


	Патокi з выйгрышамi i пройгрышамi
	Абагульненыя патокi
	Тэарэма аб дэкампазiцыi

	Абагульненая транспартная задача
	Прыклады прылажэнняу̌

	Крытэрыi аптымальнасцi
	Цыклiчныя дрэвы
	Прадстау̌ленне цыклiчнага лесу
	Азначэнне цэн на вяршынях цыклiчнага дрэва
	Азначэнне патокау̌ на дугах цыклiчнага дрэва

	Абагульнены сеткавы сiмплекс-метад
	Як знайсцi дапушчальныя абагульнены паток i цыклiчнае дрэва
	Выбар дугi для вывада з цыклiчнага лесу
	Геаметрычная iнтэрпрэтацыя абагульненага сеткавага сiмплекс-метада

	Практыкаваннi

	Лiтэратура
	Прадметны указальнiк

