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Ïðàäìîâà

Íÿãëåäçå÷û íà òîå, øòî ìàåööà øìàò âûäàòíûõ êíiã ïà ëiíåéíàìó ïðàãðà-
ìàâàííþ, íàïiñàííå ãýòàãà ïàäðó÷íiêà íå çäàåööà à�óòàðó ëiøíiì. Ñïðàâà �ó
òûì, øòî ïà ðîçíûõ ïðû÷ûíàõ äëÿ áîëüøàöi íàøûõ ÷ûòà÷î�ó íå äàñòóï-
íû àíãëàìî�óíûÿ ïàäðó÷íiêi àïîøíiõ ÷àñî�ó. Ðóñêàìî�óíûÿ êíiãi ïà ëiíåéíà-
ìó ïðàãðàìàâàííþ (áåëàðóñêàìî�óíûõ íiêîëi ðàíåé íå áûëî) áûëi íàïiñàíû
âåëüìi äà�óíî1 i òàìó íå àäëþñòðî�óâàþöü òîé çíà÷íû ïðàãðýñ ó òýîðûi i
ïðàêòûöû ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ, ÿêi áû�ó äàñÿãíóòû íà ïðàöÿãó àïîø-
íiõ 15-öi ãàäî�ó.

Ñó÷àñíûÿ ìåòàäû (ó ïðûâàòíàñöi, ìåòàäû �óíóòðàíàé êðîïêi, ÿêiÿ âû-
âó÷àþööà �ó ãýòûì ïàäðó÷íiêó) çäîëüíû ðàøàöü íå òîëüêi òðàäûöûéíûÿ
çàäà÷û ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ, àëå i çíà÷íà áîëüø øûðîêi êëàñ çàäà÷, íà-
ïðûêëàä, ïðû àäïàâåäíûõ óìîâàõ, çàäà÷û âûïóêëàãà ïðàãðàìàâàííÿ. Òàìó
ìû ôàðìóëþåì çàäà÷ó ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ �ó ñàìàé àãóëüíàé ôîðìå,
êàëi íÿðî�óíàñöi çàäàþööà �ó òàê çâàíàé "êàíi÷íàé ôîðìå".

Ìiíiìàëüíàÿ ïàäðûõòî�óêà, íåàáõîäíàÿ äëÿ ÷ûòàííÿ ãýòàé êíiãi, � ãýòà
âåäàííå àñíî�ó ìàòýìàòû÷íàãà àíàëiçà i ëiíåéíàé àëãåáðû. Âà �óâîäçiíàõ i �ó
äàäàòêó 1 ìû êîðàòêà àíàíñóåì øýðàã ðýçóëüòàòà�ó i àëãàðûòìà�ó ç êóð-
ñà âûëi÷àëüíàé ëiíåéíàé àëãåáðû, ÿêiÿ øûðîêà âûêàðûñòî�óâàþööà ïðû
ðàñïðàöî�óöû ýôåêòû�óíûõ àëãàðûòìà�ó (i ïðàãðàì) ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàí-
íÿ. ×ûòà÷ òàêñàìà ïàâiíåí ó íåéêàé ñòóïåíi áûöü çíà�åìûì ç ìàòýìàòû÷-
íûì àíàëiçàì ìíîãiõ çìåííûõ i àñíî�óíûìi ðýçóëüòàòàìi âûïóêëàãà àíàëiçà.
Ñïàäçÿ�åìñÿ òàêñàìà, øòî àñíî�óíûÿ ïàëàæýííi òýîðûi ñêëàäàíàñöi âûëi÷-
ýííÿ�ó âÿäîìû ÷ûòà÷ó.

Ïàäðó÷íiê ìîæíà âûêàðûñòî�óâàöü ïðû ïàäðûõòî�óöû êóðñà ëåêöûé i
ïðàêòû÷íûõ çàíÿòêà�ó äëÿ ñòóäýíòà�ó-ìàòýìàòûêà�ó i iíôàðìàòûêà�ó ïà "Ìå-
òàäàõ àïòûìiçàöûi i äàñëåäàâàííþ àïåðàöûé". Ó äàäàòêó 2 ìû ïðûâîä-
çiì àïiñàííå áiáëiÿòýêi êëàñà�ó íà ìîâå C++. Ãýòûÿ êëàñû �óòðûìëiâàþöü
ñòðóêòóðû äàäçåíûõ i ôóíêöûi, ÿêiÿ ðýàëiçóþöü ìíîãiÿ ç àïicàíûõ ó äàä-
çåíàé êíiçå àëãàðûòìà�ó ëiíåéíàãà i öýëàëiêàâàãà ïðàãðàìàâàííÿ. Àêðàìÿ
òàãî, òàì ìàþööà ôóíêöûi, ç äàïàìîãàé ÿêiõ ìîæíà âåëüìi ïðîñòà ðýàëiçà-
âàöü ìíîãiÿ iíøûÿ àëãàðûòìû ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ. Ìû ñïàäçÿåìñÿ,
øòî äàäçåíàÿ áiáëiÿòýêà áóäçå êàðûñíàé ïðû ðàñïðàöî�óöû ëàáàðàòîðíûõ i

1Âûêëþ÷ýííå ñêëàäàþöü ïåðàêëàä ìàíàãðàôii A.Ñõðýéâåðà i àäíà ãëàâà ç ìàíàãðàôii
Þ.Íåñöåðàâà (ãë. ñïiñ ëiòàðàòóðû), ó ÿêiõ àñíî�óíû �óïîð ðîáiööà íà òýîðûþ.

v
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ñàìàñòîéíûõ çàäàííÿ�ó äëÿ ñòóäýíòà�ó, ÿêiÿ ñïåöûÿëiçóþööà �ó àïòûìiçàöûi.



Óâîäçiíû

Ó.1 Ïàïÿðýäíiÿ çâåñòêi ç ëiíåéíàé àëãåáðû

Ó.1.1 Âåêòîðíûå è ìàòðè÷íûå íîðìû

Íîðìîé â Rn íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ‖ · ‖ íà Rn, êîòîðàÿ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) ‖v‖ ≥ 0 äëÿ âñåõ v ∈ Rn, ïðè÷åì ‖v‖ = 0, òîëüêî åñëè v = 0;

2) ‖αv‖ = α‖v‖ äëÿ ëþáûõ v ∈ Rn è α ∈ R;

3) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ äëÿ ëþáûõ v, w ∈ Rn.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå âåêòîðíûå íîðìû íà Rn:

• åâêëèäîâà íîðìà

‖x‖ = ‖x‖2
def= (x2

1 + . . .+ x2
n)

1
2 =
√
xTx;

• l1-íîðìà
‖x‖1

def= |x1|+ . . .+ |xn|;

• l∞-íîðìà
‖x‖∞

def= max
1≤i≤n

|xi|.

Ç êàæäîé âåêòîðíîé íîðìîé ‖·‖α íà Rn ñâÿçàíà "èíäóöèðîâàííàÿ"ìàòðè÷íàÿ
íîðìà ‖ · ‖α íà Mn,n(R), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

‖A‖α
def= max

x∈Rn, x 6=0

‖Ax‖α
‖x‖α

= max
x∈Rn, ‖x‖α=1

‖Ax‖α .

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ èíäóöèðîâàííîé íîðìû ñëåäóþò ñëåäóþùèå åå ñâîé-
ñòâà:

• ‖Ax‖α ≤ ‖A‖α‖x‖α.

• ‖I‖α = 1.

1



2 ÓÂÎÄÇIÍÛ

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå Àñíî�óíûì âåêòîðíûéì íîðìàì àä-
ïàâÿäàþöü ñëåäóþùèå

ìàòðè÷íûå íîðìû:

• ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà

‖A‖ = ‖A‖2 = max
x∈Rn, ‖x‖2=1

‖Ax‖2 =
√
λmax ,

äçå λmax �åñöü ìàêñiìàëüíû àñàáiñòû ëiê ìàòðûöû ATA;

• ìàêñiìàëüíàÿ ñëóïêîâàÿ íîðìà

‖A‖1 = max
x∈Rn, ‖x‖1=1

‖Ax‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij | ;

• ìàêñiìàëüíàÿ ðàäêîâàÿ íîðìà

‖A‖∞ = max
x∈Rn, ‖x‖∞=1

‖Ax‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | .

×àñàì ìàòðûöó X = [xij ] ∈ Mn.n(R) çðó÷íà ðàçãëÿäàöü ÿê n2-ìåðíû
âåêòîð

X = (x11, . . . , x1n, . . . , xn1, . . . , xnn).

Ñêàëÿðíû çäàáûòàê äçâþõ ìàòðûö X,Y ∈Mn,n(R) àçíà÷àåööà ïà ïðàâiëó:

(X,Y ) def=
n∑
i=1

n∑
j=1

xijyij = Tr(XY ),

äçå Tr(X) def=
∑n
i=1 xii �åñöü ñëåä ìàòðûöû X. Ãýòû ñêàëÿðíû çäàáûòàê âû-

çíà÷àå ÿ�óêëiäàâó íîðìó íà Mn,n(R):

‖X‖E
def=
√

Tr(XTX) =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

x2
ij .

Çàçíà÷ûì, øòî �ó äà÷ûíåííi äà ìàòðûö, ÿ�óêëiäàâó íîðìó íàçûâàþöü íîð-
ìàé Ôðàáåíióñà. Òàê ÿê ‖I‖E =

√
n, òî íîðìà Ôðàáåíióñà íå ç'ÿ�óëÿåööà

iíäóöûðàâàííàé ìàòðû÷íàé íîðìàé íi äëÿ ÿêîé âåêòîðíàé íîðìû.
Ó äàëåéøûì, åñëè íå àãàâîðàíà àñîáíà, ïàä âåêòîðíàé íîðìàé ìû ðàçó-

ìååì ÿ�óêëiäàâó íîðìó, à ïàä ìàòðû÷íàé íîðìàé � ñïåêòðàëüíóþ íîðìó.
Ó çàêëþ÷ýííå ãýòàãà ïàðàãðàôà ìû íàïîìíiì íåêàëüêi âÿäîìûõ íÿ-

ðî�óíàñöåé.

• Íÿðî�óíàñöü Êàøû-Øâàðöà ìàå ìåñöà äëÿ ëþáûõ âåêòîðî�ó x, y ∈ Rn:

xT y ≤ ‖x‖‖y‖ .
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• Òàê ÿê àá'�åì ïàðàëåëåïiïåäà, "íàöÿãíóòàãà"íà ñëóïêi ìàòðûöû A ∈
Mm,n(R), ðî�óíû

√
det(ATA), òî íÿðî�óíàñöü Àäàìàðà√

det(ATA) ≤ ‖A1‖ · . . . · ‖An‖

âûðàæàå òîé iíòûiòû�óíà âiäàâî÷íû ôàêò, øòî ñÿðîä ïàðàëåëåïiïåäà�ó
ç àäíîëüêàâûìi äà�óæûíÿìi ñòàðîí íàéáîëüøû àá'�åì ìàå ïðàìàâóãîëü-
íû ïàðàëåëåïiïåä.

• Ó ïðûìÿíåííi äà êâàäðàòíàé ìàòðûöû A ∈Mn,n(R) íÿðî�óíàñöü Àäà-
ìàðà ïðûìàå âûãëÿä:

|det(A)| ≤ ‖A1‖ · . . . · ‖An‖ .

Ó.2 Ëèíåéíûå è àôèííûå ïðîñòðàíñòâà

Ëèíåéíàÿ, àôèííàÿ è âûïóêëàÿ îáîëî÷êè ìíîæåñòâà âåêòîðîâ X ⊆ Rn ñî-
îòâåòñòâåííî çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

lin_hull(X) def=

{
k∑
i=1

λix
i : k ≥ 0 ; (1)

xi ∈ X , λi ∈ R (i = 1, . . . , k)
}
,

aff_hull(X) def=

{
k∑
i=1

λix
i : k ≥ 1 ; (2)

xi ∈ X , λi ∈ R (i = 1, . . . , k) ;
k∑
i=1

λi = 1

}
,

conv_hull(X) def=

{
k∑
i=1

λix
i : k ≥ 1 ; (3)

xi ∈ X , λi ∈ R+ (i = 1, . . . , k) ;
k∑
i=1

λi = 1

}
.

Åñëè X = lin_hull(X), òî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì;
X åñòü àôiííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, åñëè X = aff_hull(X); åñëè æå X =
conv_hull(X), òî ìíîæåñòâî X âûïóêëîå.

Áàçèñîì ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊆ Rn íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûé
íàáîð âåêòîðîâ B = {b1, b2, . . . , bk} ⊆ L, òàêîé, ÷òî lin_hull(B) = L. Èç ëè-
íåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé áàçèñ èìååò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåê-
òîðîâ, êîòîðîå íàçûâàþò ðàçìåðîì ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Îòìåòèì, ÷òî åñëèA ⊆ Rn åñòü àôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî äëÿ ëþáîãî
a ∈ A ìíîæåñòâî L = {x − a : x ∈ A} ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, àôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî A ìîæíà îïðåäåëèòü
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êàê ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L, ñäâèíóòîå íà âåêòîð a: A = L + a
def=

{a+ x : x ∈ L}. Ðàçìåð A îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíûì ðàçìåðó L. Àôèííîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð. Ðàçìåð ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ èç Rn
� ýòî ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî àôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ñîäåðæèò
ýòî ïîäìíîæåñòâî.

Àôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn ðàçìåðà n − 1
íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ. Èíà÷å, ãèïåðïëîñêîñòü H(a, b) ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê ìíîæåñòâî òî÷åê {x ∈ Rn : ax = b}, ãäå a ∈ Rn, a 6= 0, b ∈ R.
Ãèïåðïëîñêîñòü îïðåäåëÿåò äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà H≤(a, b) è H≥(a, b), êî-
òîðûå ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìíîæåñòâà òî÷åê {x ∈ Rn : ax ≤ b}
è {x ∈ Rn : ax ≥ b}.

Ïðàñòîðà çíà÷ýííÿ�ó ìàòðûöû A ∈ Mm,n(R) �åñöü ëiíåéíàÿ ïàäïðàñòîðà
�ó Rm, êîòîðàÿ àçíà÷àåööà ñëåäóþùèéì ÷ûíàì:

R(A) def= {A§ : § ∈ R\}. (4)

Íóëü-ïðàñòîðà ìàòðûöû A ∈ Mm,n(R) �åñöü ëiíåéíàÿ ïàäïðàñòîðà �ó Rn,
êîòîðàÿ àçíà÷àåööà ïà ïðàâiëó:

N (A) def= {§ ∈ R\ : A§ = ′}. (5)

Ìàþöü ìåñöà ñëåäóþùèå ðî�óíàñöi:

R(A)⊥ =N (AT ) ,
R(A) =N (PN (AT )) .

(6)

Òóò

L⊥ def= {§ ∈ R\ : §T † = ′ äëÿ �óñiõ † ∈ L}
� àðòàãàíàëüíà äàäàòêîâàÿ ëiíåéíàÿ ïàäïðàñòîðà äà ëiíåéíàé ïàäïðàñòî-
ðû L ⊆ R\, à ïðàç PL ìû àáàçíà÷àåì ìàòðûöó ïðàåêòàâàííÿ íà ëiíåéíóþ
ïàäðàñòîðó L, ã. çí. øòî PLx �åñöü áëiæýéøàÿ äà x ∈ Rn êðîïêà ç L.

Íÿõàé A ∈ Mm×n(R). Òàê ÿê R(A) i N (AT ) � àðòàãàíàëüíûÿ äàäàòêî-
âûÿ ëiíåéíûÿ ïàäïðàñòîðû �ó Rm, òî ëþáû âåêòîð z ∈ Rm ìîæíà ðàñêëàñöi
ÿê z = zr+zn, äçå zr = PR(A)z, zn = PN (AT )z. Åñëè A �åñöü ìàòðûöà ïî�óíàãà
ñëóïêîâàãà ðàíãó (rankA = n), òî

PR(A) = A(ATA)−1AT . (7)

Äëÿ ìàòðûöû ïî�óíàãà ðàäêîâàãà ðàíãó (rankA = m)

PN (A) = I −AT (AAT )−1A. (8)

Çàçíà÷ûì, øòî íîðìà ìàòðûöû ïðàåêòàâàííÿ PL íà ëiíåéíóþ ïàäïðàñ-
òîðó L ⊆ R\ ðî�óíà àäçiíöû. Ñàïðà�óäû, íÿõàé x ∈ Rn. Òàê ÿê x = PLx +
PL⊥x, i PLx ⊥ PL⊥x òî ‖x‖2 = ‖PLx‖2 + ‖PL⊥x‖2. Àäñþëü àäðàçó âûíiêàå,
øòî

‖PL‖ = max
x∈Rn, x 6=0

‖PLx‖
‖x‖

= 1
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(òàê ÿê ìàêñiìóì äàñÿãàåööà íà x ∈ L i ðî�óíû 1).

×àñöåé çà �óñ�å, íà ïðàêòûöû àôiííàÿ ïàäïðàñòîðà A ⊆ R\ çàäàåööà
ÿê ìíîñòâà ðàøýííÿ�ó ñiñòýìû ëiíåéíûõ óðà�óíåííÿ�ó (ÑËÓ) Ax = b, äçå
A ∈ Mm,n(R), rankA = n − rankA, b ∈ Rm. Àëå ìíîãiÿ àïòûìiçàöûéíûÿ
àëãàðûòìû ðàñïðàöàâàíû äëÿ âûïàäêó, åñëè àôiííàÿ ïàäïðàñòîðà ïðàä-
ñòà�óëÿåööà ó âûãëÿäçå A = R(A) + a, äçå A ∈ Mn,m(R), rankA = rankA,
a ∈ A. Ïûòàííå àá òûì, ÿê ïåðàéñöi àä àäíàãî ïðàäñòà�óëåííÿ äà äðóãîãà,
ìû áóäåì ðàçãëÿäàöü ó äàäàòêó B (ïàðàãðàô B.2.1).

Ó.2.1 Àäâàðîòíàÿ ìàòðûöà

Íÿõàé A ∈ Mn,n(R). Åñëè rankA = n, òî iñíóå àäâàðîòíàÿ ìàòðûöà A−1

(AA−1 = I). Ç ëiíåéíàé àëãåáðû âÿäîìà, øòî àäâàðîòíóþ ìàòðûöó ìîæíà
âûëi÷ûöü, âûêàíà�óøû O(n3) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûi. Åñëè rankA = n, òî
ÑËÓ Ax = b, äçå b ∈ Rn, ìàå àäçiíàå ðàøýííå x = A−1b. Àäíàê çàçíà÷ûì,
øòî íà ïðàêòûöû ðàøûöü ÑËÓ çíà÷íà ïðàñöåé, íàïðûêëàä, ìåòàäàì Ãà�óñà,
÷ûì çíàéñöi àäâàðîòíóþ ìàòðûöó. Òàìó ó äàëåéøûì âûðàç x = A−1b ìû
áóäåì ðàçóìåöü ÿê êàðîòêi çàïic òàãî, øòî x ç'ÿ�óëÿåööà ðàøýííåì ÑËÓ
Ax = b.

Äàáà�óëåííå ìàòðûöû ìàëîãà ðàíãó

Íÿõàé äëÿ íÿâûðàäæàíàé ìàòðûöû A ∈ Mn,n(R) âÿäîìà àäâàðîòíàÿ ìàò-
ðûöà A−1. Ðàçãëåäçiì ìàòðûöó B = A + XY Z, äçå X ∈ Mn,r(R), Z ∈
Mr,r(R), Y ∈ Mr,n(R), ïðû÷ûì ìàòðûöà Z íÿâûðàäæàíàÿ. Òàäû, åñëè B
íÿâûðàäæàíàÿ, òî

B−1 = A−1 −A−1X(Z−1 + Y A−1X)−1Y A−1.

Åñëè r çíà÷íà ìåíüøàå çà n, òî ïàáóäàâàöü àäâàðîòíûÿ äà r × r-ìàòðûö Z
i Z−1 + Y A−1X çíà÷íà ïðàñöåé, ÷ûì áóäàâàöü B−1 íåïàñðýäíà ïà B.

Ó ïðûâàòíûì âûïàäêó, åñëèB àòðûìëiâàåööà çA äàáà�óëåííåì ìàòðûöû
ðàíãó 1, ã. çí. åñëè B = A+ xyT ,

B−1 = A−1 − 1
1 + yTA−1x

A−1xyTA−1.

Çàìåíà àäíàãî ðàäêà ìàòðûöû

Íÿõàé ìàòðûöà B ∈ Mn,n(R) àòðûìàíà ç íÿâûðàäæàíàé ìàòðûöû A ∈
Mn,n(R) çàìåíàé k-ðàäêà íà âåêòîð ðàäîê a ∈ Rn. Íÿõàé u = aA−1. Òàäû
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ìàòðûöà BA−1 ìàå âûãëÿä

I(k, u) =



1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 0 . . . 0
u1 u2 . . . uk−1 uk uk+1 . . . un
0 0 . . . 0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 1


,

Ìàòðûöà I(k, u) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíàé. ßíà àòðûìëiâàåööà ç àäçiíêà-
âàé ìàòðûöû çàìåíàé ðàäêà k íà ðàäîê u. Çàçíà÷ûì, øòî det I(k, u) = uk.
Íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî, åñëè uk 6= 0,

I(k, u)−1 =



1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1 0 0 . . . 0

− u1
uk
− u2
uk

. . . −uk−1
uk

1
uk
−uk+1

uk
. . . −unuk

0 0 . . . 0 0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0 0 0 . . . 1


.

Òàê ÿê ýëåìåíòû bij ìàòðûöû B−1 = A−1I(k, u)−1 âûëi÷âàþööà ïðàç ýëå-
ìåíòû aij ìàòðûöû A−1 ïà ôîðìóëå

bij =
{
aij − aikuj

uk
, j 6= k,

aik
uk
, j = k,

òî, çûõîäçÿ÷û ç ìàòðûöû A−1, B−1 ìîæíà âûëi÷ûöü, âûêàíà�óøû O(n2)
àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûi.

Ó.2.2 Äàäàòíà àçíà÷àíûÿ ìàòðûöû i ýëiïñîiäû

Àáàçíà÷ûì ïðàç SMn ïàäïðàñòîðó ñiìåòðû÷íûõ ìàòðûö ç Mn,n(R). Ìàò-
ðûöà D ∈ SMn íàçûâàåòñÿ äàäàòíà àçíà÷àíàé, åñëè xTDx > 0 äëÿ �óñiõ
x ∈ Rn, x 6= 0. Åñëè æ xTDx ≥ 0 äëÿ �óñiõ x ∈ Rn, òî ìàòðûöà D íà-
çûâàåòñÿ íåàäìî�óíà àçíà÷àíàé. Íåàäìî�óíà (äàäàòíà) àçíà÷àíûÿ ìàòðûöû
�óòâàðàþöü âûïóêëû êîíóñ (ãë. ïàðàãðàô Ó.3.5) ó ïàäïðàñòîðû SMn, ÿêi
áóäåì àáàçíà÷àöü ïðàç SMn

+ (SMn
++).

Äëÿ ìàòðûöû D ∈ SMn ñëåäóþùèå �óìîâû ýêâiâàëåíòíû:

(à) D � íåàäìî�óíà (äàäàòíà) àçíà÷àíà;

(b) óñå àñàáiñòûÿ çíà÷ýííi ìàòðûöû D íåàäìî�óíûÿ (äàäàòíûÿ);
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(c) D = QTQ äëÿ íåéêàé ìàòðûöû Q ∈Mm,n(R) (i rank(Q) = n);

(d) iñíóå àäçiíàÿ íåàäìî�óíà (äàäàòíà) àçíà÷àíàÿ ìàòðûöà D
1
2 êâàäðàòíû

êîðàíü ìàòðûöû D), øòî D = D
1
2D

1
2 = (D

1
2 )2 (Íÿöÿæêà ïðàâåðûöü,

øòî D−
1
2

def= (D
1
2 )−1 = (D−1)

1
2 .)

Íÿõàé D ∈ SMn
++ i r äàäàòíû ëiê. Ìíîñòâà

ell(t,D, r) def= {x ∈ Rn : (x− t)TD(x− t) ≤ r2}
= {x ∈ Rn : ‖x− t‖D ≤ r}

íàçûâàåòñÿ ýëiïñîiäàì. Òóò t ∈ Rn �åñöü öýíòð ýëiïñîiäà, à íîðìà ‖x‖D
âåêòîðà x ∈ Rn àçíà÷àåööà ñóàäíîñiíàé

‖x‖D
def=
√
xTDx .

Âiäàâî÷íà, øòî ell(t,D, r) = ell(t, (1/r2)D, 1).
Çàçíà÷ûì òàêñàìà, øòî åñëè D ∈ SMn

+, òî ‖ · ‖D ç'ÿ�óëÿåööà ïà�óíîðìàé
(ç óìîâû ‖x‖D = 0 íå âûíiêàå, øòî x = 0).

Ó.2.3 Àôiííûÿ ïåðà�óòâàðýííi

Íÿõàé Q ∈Mn,m(R), t ∈ Rn. Ïåðà�óòâàðýííå T : Rm → Rn, êîòîðîå çàäàåööà
ôîðìóëàé T (x) = t + Qx, íàçûâàåòñÿ àôiííûì ïåðà�óòâàðýííåì. Àôiííàå
ïåðà�óòâàðýííå àäëþñòðî�óâàå ïðàñòîðó Rm ó àôiííóþ ïàäïðàñòîðó R(Q) +
t ⊆ R\. Âiäàâî÷íà, øòî àôiííàå ïåðà�óòâàðýííå

çàõî�óâàå àäíîñiíû �óêëþ÷ýííÿ ïàìiæ ìíîñòâàìi:

åñëè S ⊆ S′ ⊆ Rm, òî T (S) ⊆ T (S′).

Åñëè rankQ = m, òî T óçàåìíà àäíàçíà÷íàå ïåðà�óòâàðýííå. Ó ãýòûì âû-
ïàäêó iñíóå àäâàðîòíàå ïåðà�óòâàðýííå T−1(y) = (QTQ)−1QT (y − t), êîòî-
ðîå òàêñàìà ç'ÿ�óëÿåööà àôiííûì ïåðà�óòâàðýííåì. Åñëè �ó äàäàòàê m = n,
òî T−1(y) = Q−1(y − t).

Àäçíà÷ûì ñëåäóþùèå ñâîéñòâû àôiííàãà ïåðà�óòâàðýííÿ T (x) = Qx+ t,
åñëè m = n i ìàòðûöà Q íÿâûðàäæàíà.

• Äëÿ S ∈ Rn
volT (S) = volS detQ , (9)

äçå volS �åñöü àá'�åì S.

• Ïåðàâîäçiöü: ãiïåðïëîñêàñöü ó ãiïåðïëîñêàñöü, ïà�óïëîñêàñöü ó ïà�óïëîñêàñöü.

• Àäëþñòðî�óâàå øàð Bn
def= {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1} ó ýëiïñîiä:

T (Bn) = {T (x) : x ∈ Rn, xTx ≤ 1}
= {y ∈ Rn : (T−1(y))TT−1(y) ≤ 1}
= {y ∈ Rn : (y − t)T (Q−1)TQ−1(y − t) ≤ 1}
= {y ∈ Rn : (y − t)TD−1(y − t) ≤ 1} = ell(t,D−1),
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äçå D = QQT . Àäñþëü âûíiêàå, øòî ýëiïñîiä ìîæà áûöü àçíà÷àíû ÿê
àôiííû âîáðàç øàðà.

Àôiííàå ïåðà�óòâàðýííå T (x) = Qx + t ç'ÿ�óëÿåööà içàìåòðû÷íûì (çà-
õî�óâàå ÿ�óêëiäàâó äà�óæûíþ: ‖x‖ = ‖T (x)‖ äëÿ �óñiõ x ∈ Rn) òàäû i òîëü-
êi òàäû, åñëè ìàòðûöà Q àðòàãàíàëüíàÿ: QTQ = I. Ñÿðîä içàìåòðû÷íûõ
àôiííûõ ïåðà�óòâàðýííÿ�ó àñàáëiâà öiêàâûÿ êðó÷ýííi � ïåðà�óòâàðýííi, ÿêiÿ
ïåðàâîäçÿöü àäçií äàäçåíû âåêòîð ó äðóãi òîé æà äà�óæûíi.

Äëÿ ëþáîãà íåíóëÿâîãà âåêòîðà u ∈ Rn ïåðà�óòâàðýííå Õà�óñõîëäýðà
àçíà÷àåööà ýëåìåíòàðíàé ñiìåòðû÷íàé ìàòðûöàé

H = I − 1
β
uuT ,

äçå β = 1
2‖u‖

2. Ãýòàÿ ìàòðûöà àðòàãàíàëüíàÿ i òàìó ïåðà�óòâàðàå âåêòî-
ðû ç çàõàâàííåì íîðì. Äëÿ äâóõ ðîçíûõ âåêòîðî�ó a, b ∈ Rn àäíîëüêàâàé
ÿ�óêëiäàâàé äà�óæûíi çà�óñ�åäû ìîæíà ïàäàáðàöü ìàòðûöó Õà�óñõîëäýðà, êî-
òîðàÿ ïåðàâîäçiöü àäçií âåêòîð ó äðóãi, ã. çí. øòî

Ha =
(
I − 1

β
uuT

)
a = b . (10)

Íÿöÿæêà ïðàâåðûöü, øòî (10) ñïðàâÿäëiâà ïðû ëþáûì u, ïàðàëåëüíûì a−
b.

Ó.3 Ýëåìåíòû øìàòìåðíàãà àíàëiçó

Ó.3.1 Ýëåìåíòû òàïàëîãii

Íÿõàé X ⊆ Rn. Ýëåìåíò x ∈ X íàçûâàåööà �óíóòðàíàé êðîïêàé ìíîñòâà

X, êàëi iñíóå òàêîå ε > 0, øòî B(x, ε) ⊂ X. Òóò B(x, ε) def= {y ∈ Rn :
‖y−x‖ ≤ ε} �åñöüøàð ðàäûóñà ε ç öýíòðàì x. Ìíîñòâà �óíóòðàíûõ êðîïàê çX
íàçûâàåööà �óíóòðàíàñöþ ìíîñòâà X i àáàçíà÷àåööà int X. Êàëi X = int X,
òî X � àäêðûòàå ìíîñòâà. Íàâàêîëëåì êðîïêi x ∈ int X íàçûâàåööà ëþáîå
àäêðûòàå ìíîñòâà, ÿêîå �óòðûìëiâàå êðîïêó x.

Êàæóöü, øòî x ∈ Rn �åñöü êðîïêà äàêðàíàííÿ ìíîñòâà X ⊂ Rn, êàëi
B(x, ε)∩X 6= ∅ äëÿ ëþáîãà ε > 0. Ìíîñòâà �óñiõ êðîïàê äàêðàíàííÿ ìíîñòâà
X íàçûâàåööà çàìûêàííåì ìíîñòâà X i àáàçíà÷àåööà ïðàç clX. Ìíîñòâà

X íàçûâàåööà çàìêí�åíûì, êàëi X = clX. Ìíîñòâà bdX def= clX \ int X
íàçûâàåööà ãðàíiöàé ìíîñòâà X, à êðîïêi ç bdX íàçûâàþööà ãðàíi÷íûìi.

Êàëi ïàìåð ìíîñòâà X ⊂ Rn ìåíøû çà n, òî òàäû int X = ∅. Íÿõàé A
�åñöü ìiíiìàëüíàÿ àôiííàÿ ïàäïðàñòîðà, ÿêîé íàëåæûöü ìíîñòâà X. Àäíîñ-
íàÿ �óíóòðàíàñöü rint X ìíîñòâà X �åñöü ìíîñòâà êðîïàê x ∈ X, òàêiõ, øòî
B(x, ε) ∩ A ⊂ X äëÿ íåéêàãà ε > 0.

Ìíîñòâà X íàçûâàåööà àáìåæàâàíûì, êàëi ÿíî �óòðûìëiâàåööà �ó íåéêiì
øàðû.
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Êàìïàêòíûÿ ìíîñòâû. Òýàðýìà Âåéåðøòðàñà

Áÿñêîíöóþ ïàñëÿäî�óíàñöü

x1, x2, . . . , xk, . . .

âåêòàðà�ó ç Rn áóäçåì àáàçíà÷àöü ïðàç {xk}∞k=1 öi ïðîñòà {xk}. Ãàâîðàöü,
øòî ïàñëÿäî�óíàñöü {xk} çáÿãàåööà äà êðîïêi x ∈ Rn (öi x �åñöü ïðýäçåë
ïàñëÿäî�óíàñöi {xk}, ïiøóöü xk → x), êàëi

lim
k→∞

‖xk − x‖ = 0.

Ìíîñòâà X ⊆ Rn íàçûâàåööà êàìïàêòíûì, êàëi ç ëþáîé ïàñëÿäî�óíàñöi
{xk}∞k=1 ýëåìåíòà�ó ç X ìîæíà âûáðàöü ïàäïàñëÿäî�óíàñöü {xki}∞i=1, ÿêàÿ
çáÿãàåööà äà ýëåìåíòà ç X. Òóò {ki} �åñöü íå�óáûâàþ÷àÿ ïàñëÿäî�óíàñöü íà-
òóðàëüíûõ ëiêà�ó, Âÿäîìà, øòî �ó ïðàñòîðû Rn ìíîñòâà X êàìïàêòíàå òàäû
i òîëüêi òàäû, êàëi ÿíî çàìêí�åíàå i àáìåæàâàíàå.

Íàñòóïíàÿ òýàðýìà ç'ÿ�óëÿåööà ôóíäàìåíòàëüíàé i òû÷ûööà iñíàâàííÿ
àïòûìàëüíàãà ðàøýííÿ �ó çàäà÷àõ àïòûìiçàöûi.

Òýàðýìà Ó.3.1 (Âåéåðøòðàñà) Êàëi f �åñöü íåïàðû�óíàÿ ñàïðà�óäíàÿ ôóíê-
öûÿ íà êàìïàêòíûì ìíîñòâå X ∈ Rn, òî çàäà÷à

min
x∈X

f(x)

ìàå àïòûìàëüíàå ðàøýííå x∗ ∈ X, ã. çí. f(x∗) ≤ f(x) äëÿ �óñiõ x ∈ X.

Íàñòóïíû âûíiê ç òýàðýìû Âåéåðøòðàñà âåëüìi ÷àñòà äàçâàëÿå �óñòàíàâiöü
icíàâàííå àïòûìàëüíàãà ðàøýííÿ �ó çàäà÷àõ àïòûìiçàöûi áåç àáìåæàâàííÿ�ó.

Âûíiê Ó.3.1 Íÿõàé f � íåïàðû�óíàÿ ôóíêöûÿ íà Rn, òàêàÿ, øòî f(x)→
∞, êàëi ‖x‖ → ∞. Òàäû çàäà÷à áåçóìî�óíàé àïòûìiçàöûi

max
x∈Rn

f(x) (11)

ìàå àïòûìàëüíàå ðàøýííå x∗ ∈ Rn.

Ó.3.2 Äûôåðýíöàâàëüíûÿ ôóíêöûi

×àñòà áûâàå òàê, øòî ôóíêöûÿ f àçíà÷àíà íå íà �óñ�åé ïðàñòîðû Rn, à òîëü-
êi íà íåéêiì ïàäìíîñòâå X ⊂ Rn. Ó ãýòûì âûïàäêó ìíîñòâà X àçíà÷ýí-
íÿ ôóíêöûi f àáàçíà÷àþöü ïðàç dom f i íàçûâàþöü ýôåêòû�óíûì àáñÿãàì
ôóíêöûi f . Çðó÷íà ëi÷ûöü, øòî f(x) =∞ âà �óñiõ êðîïêàõ x ∈ Rn \ dom f ,
à àðûôìåòû÷íûÿ àïåðàöûi i àïåðàöûi ïàðà�óíàííÿ äëÿ �óñiõ q ∈ R âûêîíâà-
þööà ïà íàñòóïíûõ ïðàâiëàõ:

q <∞, max{q,∞} =∞, ∞ ≤∞,
q +∞ =∞, ∞+∞ =∞,
0×∞ = 0, t×∞ =∞ äëÿ t > 0 .
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Öÿïåð dom f
def= {x ∈ Rn : f(x) <∞}.

Íÿõàé f : Rn → R. Êàëi äëÿ x ∈ dom f i p ∈ Rn icíóå ïðýäçåë

lim
ε→0

f(x+ εp)− f(x)
ε

,

òî �åí íàçûâàåööà âûòâîðíàé ïà íàïðàìêó p ôóíêöûi f ó êðîïöû x i àáà-
çíà÷àåööà ïðàç ∂f(x)/∂p. Çàçíà÷ûì òàêñàìà, øòî êàëi ðàçãëÿäàöü ∂f(x)/∂p
ÿê ôóíêöûþ àä x, òî äëÿ q ∈ Rn ìîæíà àçíà÷ûöü

∂2f(x)
∂q ∂p

def=
∂

∂q

(
∂f(x)
∂p

)
.

Äëÿ i = 1, . . . , n âåëi÷ûíÿ ∂f(x)/∂ ei àáàçíà÷àåööà ïðàç ∂f(x)/∂xi i íàçû-
âåööà ïðûâàòíàé âûòâîðíàé ïà êààðäûíàöå xi. Êàëi �ó êðîïöû x i �ó íåéêiì
ÿå íàâàêîëëi iñíóþöü ïðûâàòíûÿ âûòâîðíûÿ ∂f(x)/∂xi äëÿ i = 1, . . . , n, òî
êàæóöü, øòî ôóíêöûÿ f äûôåðýíöàâàëüíàÿ ó êðîïöû x. Âåêòàð, ñêëàäçå-
íû ç óñiõ n ïðûâàòíûõ âûòâîðíûõ íàçûâàåööà ãðàäûåíòàì ôóíêöûi f ó
êðîïöû x. Ìû áóäçåì àáàçíà÷àöü ÿãî ïðàç f ′(x):

f ′(x) def=
(
∂f(x)
∂x1

, . . . ,
∂f(x)
∂xn

)T
.

Ïà àíàëîãii ç àäíàìåðíûì âûïàäêàì, ìîæíà àçíà÷ûöü âûòâîðíûÿ âûø-
ýéøûõ ïàðàäêà�ó ÿê âûòâîðíûÿ àä âûòâîðíûõ ïàïÿðýäíiõ ïàðàäêà�ó. Ïðû
ãýòûì, êîëüêàñöü ïðûâàòíûõ âûòâîðíûõ íàñòóïíàãà ïàðàäêó �ó n ðàç áîëü-
øàÿ çà êîëüêàñöü âûòâîðíûõ ïàïÿðýäíÿãà ïàðàäêó. Ó àïòûìiçàöûi, ÿê ïðàâi-
ëà, íå âûêàðûñòî�óâàþöü âûòâîðíûõ ïàðàäêó âûøýé äðóãîãà. Ìîæíà àçíà-
÷ûöü n2 äðóãiõ ïðûâàòíûõ âûòâîðíûõ:

∂

∂xi

(
∂f(x)
∂xj

)
, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n.

Ãýòûÿ âåëi÷ûíi çâû÷àéíà çàïiñâàþöü òàê:

∂2f(x)
∂xi∂xj

, i 6= j;
∂2f(x)
∂2xi

, i = j.

Êàëi ïðûâàòíûÿ âûòâîðíûÿ ∂f(x)/∂xi, ∂f(x)/∂xj i ∂2f(x)/∂xi∂xj iñíóþöü i
íåïàðû�óíû, òî iñíóå i ∂

2f(x)
∂xj∂xi

, ïðû÷ûì ∂2f(x)
∂xi∂xj

= ∂2f(x)
∂xj∂xi

. Ó ãýòûì âûïàäêó �óñå

n2 ïðûâàòíûõ âûòâîðíûõ äðóãîãà ïàðàäêó ïðûíÿòà çâîäçiöü ó êâàäðàòíóþ
ñiìåòðû÷íóþ ìàòðûöó äðóãiõ âûòâîðíûõ, ÿêóþ òàêñàìà íàçûâàþöü ìàò-
ðûöàé Ãåññý. Ó äàëåéøûì ãýòó ìàòðûöó áóäçåì àáàçíà÷àöü ïðàç f ′′(x):

f ′′(x) def=


∂2f(x)
∂2x1

. . . ∂2f(x)
∂x1∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂2f(x)
∂xn∂x1

. . . ∂2f(x)
∂2xn

 .
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Ó àïòûìiçàöûi çíàõîäçÿöü ïðûìÿíåííå ìíîãiÿ ðýçóëüòàòû êëàñi÷íàãà
àíàëiçó. Àëå íàéáîëüø ÷àñòà ïðû àïðàêñiìàöûi ôóíêöûi �ó íàâàêîëëi íåé-
êàé êðîïêi ïðÿíÿåööà òýàðýìà Òýéëîðà. Ó àïòûìiçàöûéíûõ àëãàðûòìàõ, ÿê
ïðàâiëà ðýäêà âûêàðûñòî�óâàþöü áîëüø òðîõ ÷ëåíà�ó ðàñêëàäó Òýéëîðà. Íÿ-
õàé x ∈ Rn � íåéêàÿ êðîïêà, à p ∈ Rn � âåêòàð, ÿêi çàäàå íåéêi íàïðàìàê.
Òàäû �ó íàâàêîëëi êðîïêi h = 0 ìàå ìåñöà ðî�óíàñöü

f(x+ hp) = f(x) + hf ′(x)T p+
1
2
h2pT f ′′(x)p+O(h3).

Çàçíà÷ûì, øòî õóòêàñöü çìÿíåííÿ ôóíêöûi f ïðû ðóõó �óçäî�óæ íàïðàìêó p
ç êðîïêi x çàäàåööà âåëi÷ûí�åé f ′(x)T p, ÿêóþ íàçûâàþöü ïåðøàé âûòâîðíàé
ïà íàïðàìêó p. Àíàëàãi÷íà, ëiê pT f ′′(x)p íàçûâàåööà äðóãîé âûòâîðíàé ïà
íàïðàìêó p. ßå ÿø÷ý íàçûâàþöü êðûâiçíîþ �óçäî�óæ íàïðàìêó f óçäî�óæ
p. Êàëi pT f ′′(x)p > 0 (< 0), òî ãàâîðàöü, øòî p � íàïðàìàê äàäàòíàé
(àäìî�óíàé) êðûâiçíû.

Ó.3.3 Íåàáõîäíûÿ �óìîâû ëàêàëüíàãà ìiíiìóìà

Êðîïêà x0 ∈ Rn íàçûâàåööà ëàêàëüíûì ìiíiìóìàì ôóíêöûi f : Rn → R íà
ìíîñòâå X, êàëi iñíóå íàâàêîëëå B(x0, r) êðîïêi x0, øòî f(x0) ≤ f(x) äëÿ
�óñiõ x ∈ B(x0, r) ∩X. Êðîïêà x0 �åñöü ãëàáàëüíû ìiíiìóì ôóíêöûi f(x) íà
X, êàëi f(x0) ≤ f(x) äëÿ �óñiõ x ∈ X. Êàëi X = Rn, òî ìû áóäçåì ãàâàðûöü
ïðà ëàêàëüíû i ãëàáàëüíû ìiíiìóìû ôóíêöûi f .

Êàëi f(x) � äâîé÷û íåïàðû�óíà äûôåðýíöàâàëüíàÿ ôóíêöûÿ, òî, âûêà-
ðûñòî�óâàþ÷û ôîðìóëó Òýéëîðà �ó íàâàêîëëi êðîïêi x∗ ∈ Rn

f(x∗ + hp) = f(x∗) + hpT f ′(x∗) +
1
2
h2pT f ′′(x∗ + θhp)p,

äçå h ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 1, à p ∈ Rn, íÿöÿæêà àòðûìàöü:

1. Íåàáõîäíûÿ �óìîâû ëàêàëüíàãà ìiíiìóìà:

(Ó1) x∗ � ñòàöûÿíàðíàÿ êðîïêà, ã. çí. f ′(x∗) = 0;

(Ó2) ìàòðûöà f ′′(x∗) íåàäìî�óíà àçíà÷àíà.

2. Äàñòàòêîâûÿ �óìîâû ëàêàëüíàãà ìiíiìóìà:

(Ä1) f ′(x∗) = 0;

(Ä2) ìàòðûöà f ′′(x∗) äàäàòíà àçíà÷àíà.

Ó.3.4 Ìåòàä Íüþòàíà

Áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó áåçóìî�óíàé àïòûìiçàöûi (11), ïðû �óìîâå, øòî
ôóíêöûÿ f : Rn → R äâîé÷û íåïàðû�óíà äûôåðýíöàâàëüíàÿ. Ïà÷ûíàþ-
÷û ç íåéêàé êðîïêi x(0) ∈ Rn, ìåòàä Íüþòàíà áóäóå ïàñëÿäî�óíàñöü êðî-
ïàê x(1), x(2), . . . , x(K) ïàêóëü íå áóäçå äàñÿãíóòà ïàòðýáíàÿ äàêëàäíàñöü.
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Âîçüìåì ñóìó òðîõ ïåðøûõ ÷ëåíà�ó øýðàãó Òýéëîðà ó ÿêàñöi êâàäðàòû÷íàé
ìàäýëi ôóíêöûi f ó íàâàêîëëi áÿãó÷àé êðîïêi x(k):

f(x(k) + p) ≈ Φ(p) def= f(x(k)) + f ′(x(k))T p+
1
2
pT f ′′(x(k))p.

Ìiíiìóì Φ(p) (êàëi �åí iñíóå), äàñÿãàåööà íà âåêòàðû p(k), ÿêi çíîéäçåì ç
óìîâû Φ′(p) = 0, öi

f ′′(x(k))p = −f ′(x(k)). (12)

Ïàêëàäçåì x(k+1) = x(k) + hkp
(k), äçå hk � äà�óæûíÿ êðîêó.

Êàëi ìàòðûöà f ′′(x(k)) äàäàòíà àçíà÷àíà, òî ñiñòýìà (12) ìàå àäçiíàå
ðàøýííå p(k) = −f ′′(x(k))−1f ′(x(k)). Ó ãýòûì âûïàäêó íàïðàìàê p(k) áóäçå
íàïðàìêàì ñïóñêó. Ñàïðà�óäû, òàê ÿê

f ′(x(k))T p(k) = −f ′(x(k))T f ′′(x(k))−1f ′(x(k)) < 0, (13)

òî
f(x(k) + p(k)) ≥ f(x(k)) + f ′(x(k))T p(k) < f(x(k)).

Çàçíà÷ûì òàêñàìà íàñòóïíóþ öiêàâóþ àêàëi÷íàñöü: íüþòàíà�óñêi íàïðàìàê
p(k) ìîæíà ðàçãëÿäàöü ÿê íàïðàìàê íàéõóò÷ýéøàãà ñïóñêó, êàëi âûêàðû-
ñòî�óâàöü íîðìó ‖p‖f ′′(x(k)):

p(k) = arg min
p∈Rn

f ′(x(k))T p
‖p‖f ′′(x(k))

.

Àáàçíà÷ûì ïðàç Ψ(f, x) äà�óæûíþ íüþòàíà�óñêàãà êðîêó �ó êðîïöû x ∈
dom f , ã. çí. Ψ(f, x) def= ‖f ′(x)‖f ′′(x)−1 (ãë. (13)). ßê ìû �óáà÷ûì ïàçíåé, êàëi
ôóíêöûÿ f çàäàâàëüíÿå íåéêiì äàäàòêîâûì ñâîéñòâàì, âåëi÷ûíÿ Ψ(f, x)
äàçâàëÿå àöàíiöü, íàêîëüêi áëiçêà çíàõîäçiööà êðîïêà x àä êðîïêi ìiíiìóìà
x(f) ôóíêöûi f .

Ìåòàä Íüþòàíà ïðû ëiíåéíûõ àáìåæàâàííÿõ

Ðàçãëåäçiì çàäà÷ó ìiíiìiçàöûi ãëàäêàé ôóíêöûi f : Rn → R íà àôiííàé
ïàäïðàñòîðû

min{f(x) : L+ a} , (14)

äçå a ∈ Rn, L � ëiíåéíàÿ ïàäïðàñòîðà �ó Rn. Íÿõàé ñëóïêi ìàòðûöû B ∈
Mn,m(R) óòâàðàþöü áàçiñ ïðàñòîðû L. Òàäû äëÿ ëþáîãà x ∈ L iñíóå âåêòàð
y ∈ Rm, øòî x = By.

Ìåòàä Íüþòàíà ïà÷ûíàå ç äàïóø÷àëüíàé êðîïêi x(0) ∈ L+a, íàïðûêëàä
x(0) = a. Íà k + 1-é iòýðàöûi íüòàíà�óñêi íàïðàìàê p(k) çíàõîäçiì, âûðàøà-
þ÷û çàäà÷ó

min{Φ(p) : p ∈ L} (15)

ìiíiìiçàöûi êâàäðàòû÷íàé ôóíêöûi íà ëiíåéíàé ïàäïðàñòîðû. Âiäàâî÷íà,
êàëi y ∈ Rm � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û

min
y∈Rm

1
2
yTBT f ′′(x(k))By + f ′(x(k))TBy , (16)
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òî p(k) = By � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (15). Àïòûìàëüíàå ðàøýííå
y çàäà÷û áåçóìî�óíàé àïòûìiçàöûi (16) çíàõîäçiì ç �óìîâû ðî�óíàñöi íóëþ
ãðàäûåíòà �ó êðîïöû îïòûìóìà:

BT f ′′(x(k))By = −BT f ′(x(k)) . (17)

Êàëi f ′′(x) � íÿâûðàäæàíàÿ ìàòðûöà, òî, òàê ÿê rankB = m, ìàòðûöà
BT f ′′(x(k))B � òàêñàìà íÿâûðàäæàíà i òàìó

y = −
(
BT f ′′(x(k))B

)−1

BT f ′(x(k)) ,

à

p(k) = −B
(
BT f ′′(x(k))B

)−1

BT f ′(x(k)) . (18)

Êàëi ìàòðûöà f ′′(x(k)) äàäàòíà àçíà÷àíà, òî äàäàòíà àçíà÷àíà i ìàòðûöà

B
(
BT f ′′(x(k))B

)−1
BT ; òàìó ôóíêöûÿ f óáûâàå �óçäî�óæ íüòàíà�óñêàãà íà-

ïðàìêó p(k):

f ′(x(k))T p(k) = −f ′(x(k))TB
(
BT f ′′(x(k))B

)−1

BT f ′(x(k)) < 0 .

Ó çàêëþ÷ýííå àäçíà÷ûì, øòî �ó âûïàäêó âûïóêëàé êâàäðàòû÷íàé ôóíê-
öûi f(x) = 1

2x
TQx+cTx ìåòàä Íüþòàíà, ïà÷ûíàþ÷û ç ëþáîé äàïóø÷àëüíàé

ñòàðòàâàé êðîïêi x(0), ðàøàå çàäà÷ó (14) çà àäíó iòýðàöûþ.

Ó.3.5 Âûïóêëûÿ ìíîñòâû i ôóíêöûi

ßê ìû �óæî àäçíà÷àëi, ìíîñòâà X ⊆ Rn íàçûâàåööà âûïóêëûì, êàëi X =
conv_hull(X). Ãýòà àçíà÷ýííå ýêâiâàëåíòíà íàñòóïíàìó áîëüø ïðîñòàìó
àçíà÷ýííþ. Ìíîñòâà X ⊆ Rn âûïóêëàå, êàëi ðàçàì ç ëþáûìi äçâóìÿ êðîï-
êàìi x, y ∈ X óâåñü àäðýçàê

[x, y] def= {z : z = αx+ (1− α)y , 0 ≤ α ≤ 1}

òàêñàìà íàëåæûöü ìíîñòâó X. Ïðàñöåéøûìi ïðûêëàäàìi âûïóêëûõ ìíî-
ñòâà�ó ç'ÿ�óëÿþööà ëiíåéíàÿ ïàäïðàñòîðà, äàäàòíû àðòàíò

Rn
+

def= {x ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, . . . , n},

i ÿ�óêëiäà�ó øàð B(x, r).
Ôóíêöûÿ f íàçûâàåööà âûïóêëàé, êàëi äëÿ �óñiõ x, y ∈ Rn i ëþáîãà λ ∈

[0, 1] âûêîíâàåööà íÿðî�óíàñöü

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (19)

Âàæíà àäçíà÷ûöü, øòî ëàêàëüíû ìiíiìóì âûïóêëàé ôóíêöûi íà âûïóêëûì
ìíîñòâå ç'ÿ�óëÿåööà ãëàáàëüíûì. Êàëi (19) çà�óñ�åäû âûêîíâàåööà ÿê ñòðîãàÿ



14 ÓÂÎÄÇIÍÛ

íÿðî�óíàñöü, òî ôóíêöûÿ f íàçûâàåööà ñòðîãà âûïóêëàé. Íÿöÿæêà ïåðàêà-
íàööà, øòî ñòðîãà âûïóêëàÿ ôóíêöûÿ f íà ëþáûì âûïóêëûì ìíîñòâå X
ìàå àäçiíû ìiíiìóì, ã. çí. iñíóå êðîïêà x∗ ∈ X, øòî f(x∗) < f(x) äëÿ �óñiõ
x ∈ X.

Çíî�ó æà, âûêàðûñòî�óâà÷û ôîðìóëó Òýéëîðà, ìîæíà àòðûìàöü êðûòý-
ðûé âûïóêëàñöi ãëàäêàé ôóíêöûi.

Òýàðýìà Ó.3.2 Äâîé÷û íåïàðû�óíà äûôåðýíöàâàëüíàÿ ôóíêöûÿ f : Rn →
R âûïóêëàÿ (ñòðîãà âûïóêëàÿ) òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi �ó ëþáîé êðîïöû
x ∈ Rn ìàòðûöà f ′′(x) íåàäìî�óíà àçíà÷àíà (äàäàòíà àçíà÷àíà).

Âûïóêëûÿ êîíóñû

Ìíîñòâà C ∈ Rn íàçûâàåööà âûïóêëûì êîíóñàì, êàëi ÿíî çàìêí�åíà àäíîñíà
ìíîæàííÿ íà äàäàòíûÿ ñêàëÿðû (êàëi x ∈ C, òî tx ∈ C äëÿ �óñiõ t > 0)
i àäíîñíà ñêëàäàííÿ (ç x, y ∈ C âûíiêàå x + y ∈ C). Êîíóñ C âûçíà÷àå
�óïàðàäêàâàííå íà Rn: "x ≥C y"àçíà÷àå, øòî x− y ∈ C. Ìû òàêñàìà áóäçåì
óæûâàöü àáàçíà÷ýíå "x >C y êàëi x − y ∈ int C. ßê çâû÷àéíà, ìû ïiøàì
"x ≤C y"("x <C y"), êàëi y ≥C x (y >C x). Óâåäçåíàå �óïàðàäêàâàííå ≥C
ç'ÿ�óëÿåööà ÷àñòêîâûì ïàðàäêàì, êàëi êîíóñ C âîñòðû, ã. çí. C ∩−C = {0}.

Êîíóñàì, ïàðîäæàíûì âåêòàðàìi a1, . . . , am ∈ Rn, íàçûâàåööà ìíîñòâà

cone(a1, . . . , am) def= {x ∈ Rn : x =
m∑
i=1

yia
i , y ∈ Rm

+}

Òàêiÿ êîíóñû ÿø÷ý íàçûâàþöü êîíöàïàðîäæàíûìi. Êîíóñ C = {x ∈ Rn :
Ax ≥ 0}, äçå A ∈Mm,n(R) íàçûâàåööà ïàëiýäðàëüíûì. Âÿäîìà, øòî âûïóê-
ëû êîíóñ C ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiýäðàëüíûì òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi �åí êîíöà-
ïàðîäæàíû. Iíøûìi ñëîâàìi, ïàíÿööi "ïàëiýäðàëüíû êîíóñ"i "êîíöàïàðîä-
æàíû êîíóñ� ñiíîíiìû.

Äâîéíû êîíóñ äà êîíóñà C ⊆ Rn àáàçíà÷àåööà ïðàç CD i àçíà÷àåööà
íàñòóïíûì ÷ûíàì

CD
def= {y ∈ Rn : yTx ≥ 0 äëÿ �óñiõ x ∈ C}.

Çàçíà÷ûì, øòî (Rn
+)D = Rn

+ i (SMn
+)D = SMn

+.

Òýàðýìà àá àäàñîáëåíàñöi âûïóêëûõ ìíîñòâà�ó

Íÿõàé X ⊂ Rn �åñöü âûïóêëàå ìíîñòâà i x ∈ X. Àáàçíà÷ûì ïðàç

S(x,X) def= ∪t>0
1
t
(X − x)

êîíóñ, ïàðîäæàíû ìíîñòâàì X − x, i ïðàç T (x,X) def= clS(x,X) àáàçíà÷à-
åì ÿãî çàìûêàííå. Ìíîñòâà T (x,X) íàçûâàåööà äàòû÷íûì êîíóñàì äà X ó
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Ðèñ. 1: Äàòû÷íû i íàðìàëüíû êîíóñû

êðîïöû x. Íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî S(x,X) i T (x,X) � âûïóêëûÿ êîíó-
ñû. Çàçíà÷ûì ÿø÷ý, øòî

X ⊂ x+ S(x,X) ⊂ x+ T (x,X) .

ÊîíóñN(x,X) def= −T (x,X)D íàçûâàåööà íàðìàëüíûì êîíóñàì äàX ó êðîï-
öû x (ãë. ìàë. 1).

Ïðàåêöûÿé êðîïêi x íà ìíîñòâà X íàçûâàåööà òàêàÿ êðîïêà y ∈ clX,
øòî

‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖ äëÿ �óñiõ z ∈ clX.

Äëÿ ëþáîé êðîïêi x ∈ Rn iñíóå àäçiíàÿ ÿå ïðàåêöûÿ pr(x,X) íà âûïóêëàå
ìíîñòâà X. Ãýòû ôàêò âûíiêàå ñà ñòðîãàé âûïóêëàñöi ôóíêöûi f(y) def=
‖y−x‖, àçíà÷àíàé íà ìíîñòâå X. ßê ìû �óæî àäçíà÷àëi âûøýé, êàëi X �åñöü
ëiíåéíàÿ ïàäïðàñòîðà, òî pr(x,X) = PXx.

Òýàðýìà Ó.3.3 Íÿõàé X ⊂ Rn �åñöü âûïóêëàå ìíîñòâà i x ∈ X. Òàäû

pr−1(x,X) def= {y ∈ Rn : pr(y,X) = x} = x+N(x,X).

Íàñòóïíû ðýçóëüòàò, âÿäîìû ÿê òýàðýìà àá àäàñîáëåíàñöi âûïóêëûõ ìíî-
ñòâà�ó, ìîæíà àòðûìàöü ÿê ñëåäñòâà ç òýàðýìû Ó.3.3.

Òýàðýìà Ó.3.4 Íÿõàé X,Y � íåïóñòûÿ âûïóêëûÿ ìíîñòâû �ó Rn. Êàëi
X ∩ Y = ∅, òî iñíóå àääçÿëÿþ÷àÿ iõ ãiïåðïëîñêàñöü H(a, b), ã. çí. øòî

aTx ≤ b < aT y äëÿ �óñiõ x ∈ X, y ∈ Y.

Êàëi æ òîëüêi int X ∩ int Y = ∅, òî iñíóå ãiïåðïëîñêàñöü H(a, b), òàêàÿ,
øòî

aTx ≤ b ≤ aT y äëÿ �óñiõ x ∈ X, y ∈ Y.
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Ó.3.6 Øìàòãðàííiêi

Ïåðàñÿ÷ýííå êîíöàé êîëüêàñöi ïà�óïðàñòîð, êàëi ÿíî íå ïóñòîå, íàçûâàåööà
ïàëiýäðàì. Iíøûìi ñëîâàìi, ïàëiýäð ìîæíà àçíà÷ûöü ÿê ìíîñòâà ðàøýííÿ�ó
ñóìåñíàé ciñòýìû ëiíåéíûõ íÿðî�óíàñöåé P≤(A, b) = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}, äçå
A ∈Mm,n(R), b ∈ Rm. Àáìåæàâàíû ïàëiýäð íàçûâàåööà øìàòãðàííiêàì.

Íÿõàé P ∈ Rn � ïàëiýäð ïàìåðó d, à H(a, β) � ãiïåðïëîñêàñöü. Êàëi P
öàëêàì íàëåæûöü àäíîé ç ïàäïðàñòîð H≤(a, β) öi H≥(a, β) i P ∩H(a, β) 6= ∅,
òî P∩H(a, β) iH(a, β) íàçûâàþööà àäïàâåäíà ãðàííþ i àïîðíàé ãiïåðïëîñêàñöþ
ïàëiýäðà P .

Ìû ñïåöûÿëüíà âûäçÿëÿåì òðû òûïû ãðàíÿ�ó:

• ôàñåòà � ãðàíü ïàìåðó d− 1;

• âÿðøûíÿ � ãðàíü ïàìåðó 0 (êðîïêà);

• êàíò � ãðàíü ïàìåðó 1 (àäðýçàê).

Äçâå âÿðøûíi ïàëiýäðà P≤(A, b) íàçûâàþööà çìåæíûìi, êàëi ÿíû çëó-
÷àíû êàíòàì (ëÿæàöü íà àäíûì êàíöå).

Ïðûêëàä Ó.3.1 Òðîõãðàííiê P íà ìàë. 2 óòâîðàí ïåðàñÿ÷ýííåì ïà�óïðàñòîð,
ÿêiÿ çàäàþööà íÿðo�óíàñöÿìi:

x1 + x2 + x3 ≤ 4 ,
x2 ≤ 2 ,

x3 ≤ 3 ,
3x1 + x3 ≤ 6 ,
x1 ≥ 0 ,

x2 ≥ 0 ,
x3 ≥ 0 .

(20)

�Åí ìàå 7 ôàñåò, 8 âÿðøûíü (àçíà÷àíû òëóñòûìi êðîïêàìi) i 13 êàíòà�ó
(àäðýçêi, ÿêiÿ çëó÷àþöü âÿðøûíi). 2

Ó.4 Ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìà�ó

Ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìà âûìÿðàåööà ôóíêöûÿé àä ïàìåðó çàäà÷û, ã. çí.
êîëüêàñöi áiòà�ó ó ïàìÿöi êàìï'þòýðà, íåàáõîäíûõ äëÿ ïðàäñòà�óëåííÿ çû-
õîäíûõ äàäçåíûõ ðàøàåìàé çàäà÷û.

Ïàìåðàì ðàöûÿíàëüíàãà ëiêà α = p
q (p i q � óçàåìíà ïðîñòûÿ öýëûÿ

ëiêi), ïàìåðàì ðàöûÿíàëüíàãà âåêòàðà b ∈Qn, ïàìåðàì ðàöûÿíàëüíàé ìàò-
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x1

x2

x3

(2, 0, 0)

(0, 0, 0)

(2, 2, 0)

(0, 2, 0)

(0, 2, 2)

(0, 1, 3)

(1, 0, 3)

(0, 0, 3)

-

Ðèñ. 2: Ïðûêëàä øìàòãðàííiêà
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ðûöû A ∈Mm,n(Q) íàçûâàþööà âåëi÷ûíi

sizeα def= 1 + dlog(|p|+ 1)e+ dlog(|q|+ 1)e,

size b def= n+
n∑
i=1

size bi, (21)

sizeA def= mn+
m∑
i=1

n∑
j=1

size aij ,

Ó ÿêàñöi ìåðû ñêëàäàíàñöi àëãàðûòìà ðàçãëÿäàþöü ÷àñ ÿãî ïðàöû i àá'�åì
âûêàðûñòî�óâàåìàé ïàìÿöi ÿê ôóíêöûi ïàìåðó çàäà÷û. Òàê ÿê, çâû÷àéíà,
÷àñ ïðàöû àëãàðûòìà íå ìåíøû çà àá'�åì ïàìÿöi, òî ó äàëåéøûì ïàä ñêëà-
äàíàñöþ àëãàðûòìà, ãàëî�óíûì ÷ûíàì, áóäçåì ðàçóìåöü ÷àñ ÿãî ïðàöû.
Àëãàðûòìû, ÿêiÿ ìû áóäçåì ðàçãëÿäàöü, ðàøàþöü òóþ öi iíøóþ çàäà÷ó,
âûêîíâàþ÷û íåéêóþ ïàñëÿäî�óíàñöü ýëåìåíòàðíûõ àðûôìåòû÷íûõ àïåðà-
öûé (ñêëàäàííÿ�ó, àäûìàííÿ�ó, ìíîæàííÿ�ó, äçÿëåííÿ�ó i ïàðà�óíàííÿ�ó). ×àñ
ïðàöû òàêiõ àëãàðûòìà�ó àçíà÷àåööà ÿê êîëüêàñöü ýëåìåíòàðíûõ àðûôìå-
òû÷íûõ àïåðàöûé, ÿêiÿ �åí âûêîíâàå. Òàêi ïàäûõîä äà ñêëàäàíàñöi íàçûâà-
åööà àëãåáðài÷íûì. Àëãåáðài÷íû ïàäûõîä iãíàðóå äûñêðýòíàñöü äàäçåíûõ ó
ÝÂÌ (òàì íÿìà ñàïðà�óäíûõ ëiêà�ó, à òîëüêi ðàöûÿíàëüíûÿ). Ó êàìï'þòýðàõ
ïàä çàïiñ ëiêà àäâîäçiööà ôiêñàâàíàÿ êîëüêàñöü áiòà�ó. Ãýòà àáìÿæî�óâàå
ïàìåðû ëiêà�ó íàä ÿêiìi àðûôìåòû÷íûÿ àïåðàöûÿ âûêîíâàþööà äàêëàä-
íà (áåç àêðóãëåííÿ�ó) i ç àäíîëüêàâàé õóòêàñöþ. Êàëi æ ïàìåðû ëiêà�ó,
íàä ÿêiìi âûêîíâàåööà àðûôìåòû÷íàÿ àïåðàöûÿ, öi ðýçóëüòàò àïåðàöûi ïå-
ðà�óçûõîäçiöü ïàìåðû êàìï'þòýðíàé ðàçðàäíàé ñåòêi, òî äëÿ ÿå äàêëàäíàãà
âûêàíàííÿ ïàòðýáíà êàðûñòàööà íåéêiì ñïåöûÿëüíûì àëãàðûòìàì. Òàê, iñ-
íóþöü àëãàðûòìû âûêàíàííÿ �óciõ àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé áiòàâàé ñêëà-
äàíàñöi const l log l log(log l), äçå l � ìàêñiìàëüíû ïàìåð ëiêà�ó. Êàá àòðû-
ìàöü áîëüø äàêëàäíóþ áiòàâóþ àöýíêó ñêëàäàíàñöi àëãàðûòìà, ñïà÷àòêó
òðýáà àöàíiöü ìàêñiìàëüíû ïàìåð l ëiêà�ó, íàä ÿêiìi àëãàðûòì âûêîíâàå
àðûôìåòû÷íûÿ àïåðàöûi, à ïîòûì àëãåáðài÷íóþ ñêëàäàíàñöü ïàìíîæûöü
íà ñêëàäàíàñöü àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé íàä ëiêàìi ïàìåðó l. Óñ�å æ ó
äàëåéøûì ïàä ñêëàäàíàñöþ àëãàðûòìà ìû áóäçåì ðàçóìåöü àëãåáðài÷íóþ
ñêëàäàíàñöü.

Àíàëiç ñêëàäàíàñöi àëãàðûòìà ìû áóäçåì ïðàâîäçiöü ïà íàéõóæýéøàìó
ïðûêëàäó çàäà÷û. Ãýòà çíà÷ûöü, øòî çà ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìà ïðûìàåö-
öà ÿãî ìàêñiìàëüíàÿ ñêëàäàíàñöü íà ïðûêëàäàõ çàäà÷ àäíîëüêàâàãà ïàìåðó.
Ïðû àíàëiçå ñêëàäàíàñöi àëãàðûòìà ÷àñòà öiêàâÿööà ÿãî ïàâîäçiíàìi ïðû
ïðûìÿíåííi äà çàäà÷ âÿëiêàãà ïàìåðó (àñiìïòàòû÷íû àíàëiç). Ãýòà äàç-
âàëÿå iãíàðàâàöü êàíñòàíòíûÿ ìíîæíiêi i íå òîëüêi ñïðàø÷àå àíàëiç, àëå
i ðîáiöü ÿãî íåçàëåæíûì àä äýòàëÿ�ó ïðàäñòà�óëåííÿ çûõîäíûõ äàäçåíûõ
(�óâàõîäó) çàäà÷û.
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Ó.4.1 Ïàëiíàìiÿëüíûÿ àëãàðûòìû

Ìàòýìàòû÷íûÿ ôàðìàëiçàöûi ïàíÿööÿ àëãàðûòì, ïàäîáíûÿ íà ìàøûíó Ò'þðûíãà,
ïðûâÿëi ìàòýìàòûêà�ó 30-õ ãàäî�ó 20-ãà ñòàãîääçÿ äà êëàñiôiêàöûi �óñiõ çàäà÷
íà âûðàøàëüíûÿ (äëÿ ÿêiõ iñíóå àëãàðûòì) i íåâûðàøàëüíûÿ (äëÿ ÿêiõ íÿ-
ìà àëãàðûòìà�ó ðàøýííÿ)2. Ñó÷àñíûÿ ÝÂÌ ïàñòàâiëi ïåðàä ìàòýìàòûêàìi
iíøûÿ çàäà÷û. Ãàëî�óíàÿ ñÿðîä iõ � ãýòà ðàñïðàöî�óêà ýôåêòû�óíûõ àëãàðû-
òìà�ó ðàøýííÿ ðîçíûõ çàäà÷. Ïàä ýôåêòû�óíûìi àëãàðûòìàìi ÷àñöåé çà �óñ�å
ðàçóìåþöü ïàëiíàìiÿëüíûÿ àëãàðûòìû.

Ãàâîðàöü, øòî àëãàðûòì ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiíàìiÿëüíûì, êàëi ÷àñ ÿãî ïðà-
öû àáìåæàâàíû íåéêiì ïàëiíîìàì àä ïàìåðó çàäà÷û. Òàêñàìà êàæóöü, øòî
çàäà÷à ïàëiíàìiÿëüíà âûðàøàëüíà, êàëi äëÿ ÿå ðàøýííÿ iñíóå ïàëiíàìiÿëü-
íû àëãàðûòì. Òàê ÿê óñå ýëåìåíòàðíûÿ àðûôìåòû÷íûÿ àïåðàöûi ìîæíà
âûêàíàöü çà ïàëiíàìiÿëüíû ÷àñ, òî äëÿ äîêàçó ïàëiíàìiÿëüíàñöi íåéêàãà
àëãàðûòìà äàñòàòêîâà ïàêàçàöü, øòî �åí âûêîíâàå ïàëiíàìiÿëüíóþ àä ïà-
ìåðó L çàäà÷û êîëüêàñöü àïåðàöûé íàä ëiêàìi, ïàìåð ÿêiõ àáìåæàâàíû
ïàëiíîìàì àä L.

Ïðûêëàä Ó.4.1 (ÑËÓ) Äàäçåíû A ∈Mm,n(Q) i b ∈ Qm. Òðýáà âûðàøû-
öü ÑËÓ Ax = b.

Ïàìåðàì ÑËÓ ç'ÿ�óëÿåööà ëiê sizeA + size b. Ç ëiíåéíàé àëãåáðû äîáðà
âÿäîìà, øòî ÑËÓ ìîæíà âûðàøûöü ìåòàäàì Ãà�óñà, âûêàíà�óøû O(n2m)
àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûi. Àëå ãýòà ÿø÷ý íå çíà÷ûöü, øòî ìåòàä Ãà�óñà
ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiíàìiÿëüíûì àëãàðûòìàì. Äëÿ äîêàçó ãýòàãà òðýáà òàêñàìà
ïàêàçàöü, øòî �óñå âûëi÷ýííi �ó ìåòàäçå ïðàâîäçÿööà íàä ëiêàìi ïàëiíàìiÿëü-
íàãà àä sizeA+size b ïàìåðó. Ãýòà ñàïðà�óäû òàê (äýòàëi ÷ûòà÷ ìîæà çíàéñöi
�ó äàäàòêó B) i òàìó ìåòàä Ãà�óñà ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiíàìiÿëüíûì àëãàðûòìàì.
2

Ïðûêëàä Ó.4.2 (Ïðàâåðêà ïðàñòàòû ëiêà) Äëÿ äàäçåíàãà ëiêà n ∈ N
òðýáà ïðàâåðûöü ïðîñòû �åí öi íå.

Òàê ÿê óâàõîä ãýòàé çàäà÷û çàäàåööà òîëüêi àäíûì ëiêàì, òî ÿå ïàìåð ðî�óíû
sizen = O(log n). Ïðàñöåéøû àëãàðûòì, ÿêi ïà ÷àðçå ïðàâÿðàå àñòà÷û àä
äçÿëåííÿ n íà 2, . . . , bn2 c, âûêîíâàå O(n) = O(2logn) àðûôìåòû÷íûõ àïåðà-
öûi i òàìó íå ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiíàìiÿëüíûì. Ëåïøû àëãàðûòì, âÿäîìû à�óòàðó,
âûêîíâàå ïðàâåðêó ïðàñòàòû íàòóðàëüíàãà ëiêà n çà ÷àñO((log n)c log log logn),
äçå êàíñòàíòà c ∈ N íå çàëåæûöü àä n. Òàìó ïûòàííå, öi ç'ÿ�óëÿåööà çàäà÷à
ïðàâåðêi ïðàñòàòû ëiêà ïàëiíàìiÿëüíàé, çàñòàåööà àäêðûòûì. 2

2Òûïi÷íûì ïðûêëàäàì íåâûðàøàëüíàé çàäà÷û ç'ÿ�óëÿåööà ïðàáëåìà ñïûíåííÿ: äëÿ
êàíêðýòíàé ïðàãðàìû i çûõîäíûõ äàäçåíûõ òðýáà âûçíà÷ûöü, öi ñïûíiööà ÿíà êàëi-
íiáóäçü.
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Ó.5 Ìîâà äëÿ çàïiñó àëãàðûòìà�ó

Âåëüìi ÷àñòà �ó íàâóêîâàé ëiòàðàòóðû àëãàðûòìû çàïiñâàþöü íà Ñïðîø÷à-
íûì Àëãîëå. Ìû êðûøêó àäûäçåì àä òðàäûöûi i áóäçåì çàïiñâàöü àëãàðû-
òìû íà ìîâå áîëüø áëiçêàé ïà ñiíòàêñiñó äà ìîâû ïðàãðàìàâàííÿ Ñ. ×û-
òà÷û, çíà�eìûÿ ç ëþáîé àëãàðûòìi÷íàé ìîâàé ïðàãðàìàâàííÿ, áóäóöü ë�eãêà
ðàçóìåöü àëãàðûòìû íà ãýòàé ìîâå. Äëÿ àñòàòíiõ íà ïåðøûõ ïàðàõ áóä-
çå äàñòàòêîâà àçíà�eìiööà ç äàäçåíûì ïàðàãðàôàì. Ïðûâåäçåíàå àïiñàííå,
çðàçóìåëà, íåëüãà ðàçãëÿäàöü ÿê àïiñàííå ìîâû ïðàãðàìàâàííÿ âûñîêàãà
�óçðî�óíþ, à òîëüêi ÿê ñïîñàá íåôàðìàëüíàãà çàïiñó àëãàðûòìà�ó.

Ôóíêöûi. Êîæíû àëãàðûòì ìû áóäçåì çàïiñâàöü ÿê àäíó öi íåêàëüêi
ôóíêöûé. Ôóíêöûÿ ìàå íàñòóïíû âûãëÿä:

iìÿ(àðãóìåíò1,. . .,àðãóìåíòn)
{

öåëà ôóíêöûi
}

Ó ðýäêiõ âûïàäêàõ, êàëi òûïû àðãóìåíòà�ó i ñàìîé ôóíêöûi íå áóäóöü âû-
íiêàöü ç êàíòýêñòó, ìû áóäçåì àçíà÷àöü iõ �ó êàìåíòàðûÿõ. Öåëà ôóíêöûi
ñêëàäàåööà ç àïåðàòàðà�ó. Êîæíû àïåðàòàð çàêàí÷âàåööà êðîïêàé ç êîñêàé
";". Ìû áóäçåì êàðûñòàööà àïåðàòàðàìi íàñòóïíûõ òûïà�ó.

1. Àïåðàòàð ïðûñâîéâàííÿ:

çìåííàÿ := âûðàæýííå;

Ðýçóëüòàòàì ïðûñâîéâàííÿ ç'ÿ�óëÿåööà çíà÷ýííå àïåðàöûi ïðûñâîéâàííÿ.
Íàïðûêëàä, êàëi x = 6, òî ïàñëÿ âûêàíàííÿ àïåðàòàðà

z := (y := x− 2) + 5;

çìåííàÿ y ïðûìå çíà÷ýííå 4, à çìåííàÿ z çíà÷ýííå 9.
2. Óìî�óíû àïåðàòàð:

if (óìîâà) àïåðàòàð1; else àïåðàòàð2;

×àñòêà �else àïåðàòàð2� íå àáàâÿçêîâàÿ.
3. Àïåðàòàð öûêëà

for (àïåðàòàð1; óìîâà; àïåðàòàð2) àïåðàòàð3;

ñïà÷àòêó âûêîíâàå àïåðàòàð1, à ïîòûì, ïàêóëü ñïðàâÿäëiâà �óìîâà, âûêîí-
âàþööà àïåðàòàð3 à çà iì àïåðàòàð2. Íàïðûêëàä:

for (i = 0; i < n; i := i+ 1) xi := i;

Çàçíà÷ûì, øòî êîæíû ç òðîõ àïåðàòàðà�ó, ÿêiÿ �óâàõîäçÿöü ó àïåðàòàð
for ìîæà áûöü ïóñòûì. Íàïðûêëàä, àïåðàòàð

for (; óìîâà; ) àïåðàòàð;
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âûêîíâàå àïåðàòàð óâåñü ÷àñ, ïàêóëü âûêîíâàåööà �óìîâà.
5. Ñêëàäàíû àïåðàòàð

{
àïåðàòàð1;
àïåðàòàð2;
· · ·
àïåðàòàðk;

}

Çàçíà÷ûì, øòî êîæíû ç àïåðàòàðà�ó, ÿêiÿ �óâàõîäçÿöü ó ñêëàäàíû àïåðàòàð,
ó ñâàþ ÷àðãó òàêñàìà ìîæà áûöü ñêëàäàíûì.

6. Ðàçíàñòàéíûÿ àïåðàòàðû: ëþáîå ñöâÿðäæýííå, ÿêîå ÷ûòàåìà i íåäâóõ-
ñýíñî�óíà. Íàïðûêëàä:

ðàøûöü ñiñòýìó �óðà�óíåííÿ�ó Ax = b;

7. Àïåðàòàð âÿðòàííÿ ç ôóíêöûi

return âûðàç;

Òóò âûðàç çàäàå ðýçóëüòàò ðàáîòû ôóíêöûi, ÿêi âÿðòàåööà �ó âûçâà�óøóþ
ôóíêöûþ.

7. Êàìåíòàðûi ìàþöü íàñòóïíû âûãëÿä: // ëþáû òýêñò.

Ó.6 Ïðàêòûêàâàííi

1. Äàêàæûöå íàñòóïíûÿ ñöâÿðäæýííi:

(a) Êàëi P ∈ Rn � øìàòãðàííiê, òî P = conv_hull(vert P );

(b) Êàëi X � êîíöàå ìíîñòâà êðîïàê ç Rn, òî P = conv_hull(X) �åñöü
øìàòãðàííiê i vert P ⊆ X.

c) íåïóñòû ïàëiýäð íå ìàå âÿðøûíü òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi �åí
óòðûìëiâàå àôiííóþ ïàäïðàñòîðó.

2. Äëÿ d-ìåðíàãà øìàòãðàííiêà P ∈ Rn àáàçíà÷ûì ïðàç f(P ) = (f0, f1, . . . , fd−1)
âåêòàð, i-ÿ êààðäûíàòà ÿêîãà ðî�óíà êîëüêàñöi ãðàíÿ�ó ïàìåðó i ó øìàò-
ãðàííiêà P . Äàêàæûöå:

a) ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ òðîõãðàííiêà (d = 3)

f0 − f1 + f2 = 2 ;

b)∗ ôîðìóëó Ýéëåðà-Ïóàíêàðý

d−1∑
i=0

(−1)ifi = 1 + (−1)d−1.
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3. Öi ç'ÿ�óëÿåööà ìàòðûöà  4 6 −2
6 10 1
−2 1 22


äàäàòíà àçíà÷àíàé?

4. Âûëi÷ûöå [
5 3
3 2

] 1
2

.

5. Íÿõàé A ∈ SMn. Äàêàæûöå, øòî

max
‖x‖≤1, ‖y‖≤1

xTAy = max
‖x‖=1

xTAx = λmax,

äçå λmax � ìàêñiìàëüíû àñàáiñòû ëiê ìàòðûöû A.

6. Êàá ïðàâåðûöü ñâàå âåäû �ó àíàëiçå, äàêàæûöå òýàðýìó Ó.3.1 i âûíiê
Ó.3.1.

7. ßê çíàéñöi ïðàåêöûþ äàäçåíàãà âåêòàðà c ∈ Rn íà àôiííóþ ïàäïðàñ-
òîðó ðàøýííÿ�ó ÑËÓ Ax = b.

8. Ïà÷ûíàþ÷û ç êðîïêi x(0) = (2, 0)T , ìåòàäàì Íüþòàíà âûðàøûöå íà-
ñòóïíóþ çàäà÷ó:

x2
1 − x1x2 + 2x2

2 → min
x1 + x2 = 2 .

9. Äàêàæûöå, øòî ôóíêöûÿ f âûïóêëàÿ òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi ÿå íàä-
ãðàôiê

epi f def= {(x, y) : x ∈ dom f, y ∈ R , f(x) ≤ y}
ç'ÿ�óëÿåööà âûïóêëûì ìíîñòâàì ó Rn+1.

10. Äàêàæûöå, øòî âûïóêëàÿ ôóíêöûÿ f íåïàðû�óíà �ó ëþáîé êðîïöû x ∈
int (dom f).

11. Âûïóêëûÿ ôóíêöûi �ó àãóëüíûì âûïàäêó íå ç'ÿ�óëÿþööà äûôåðýíöà-
âàëüíûìi (ïðàñöåéøû ïðûêëàä � f(x) = ‖x‖). Àäíàê äëÿ iõ óäàåööà
�óâåñöi äûôåðýíöûÿëüíûÿ õàðàêòàðûñòûêi, ÿêiÿ ïà ñâàiõ óëàñöiâàñöÿõ
àíàëàãi÷íû ãðàäûåíòó ãëàäêàé ôóíêöûi. Íÿõàé f � âûïóêëàÿ ôóíê-
öûÿ. Âåêòàð g ∈ Rn, äëÿ ÿêîãà äëÿ �óciõ y ∈ Rn âûêîíâàåööà íÿ-
ðî�óíàñöü

f(y) ≥ f(x) + gT (y − x),

íàçûâàåööà ñóáãðàäûåíòàì ôóíêöûi f ó êðîïöû x. Ìíîñòâà �óñiõ ñóá-
ãðàäûåíòà�ó ôóíêöûi f ó êðîïöû x íàçûâàåööà ñóáäûôåðýíöûÿëàì
ãýòàé ôóíêöûi �ó êðîïöû x i àáàçíà÷àåööà ∂f(x). Êàëi f � äûôåðýíöà-
âàëüíàÿ ôóíêöûÿ, òî ∂f(x) = {f ′(x)}. Äàêàæûöå íàñòóïíû ðýçóëüòàò.
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Òýàðýìà Ó.6.1 Íÿõàé X ⊆ Rn � âûïóêëàå ìíîñòâà, f : X → R �
âûïóêëàÿ ôóíêöûÿ. Êðîïêà x∗ ∈ X ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì ðàøýí-
íåì çàäà÷û âûïóêëàé àïòûìiçàöûi

min
x∈X

f(x) (22)

òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi iñíóå òàêi ñóáãðàäûåíò g ∈ ∂f(x∗), øòî
gT (x− x∗) ≥ 0 äëÿ �óñiõ x ∈ X.

12. Äàêàæûöå íàñòóïíûÿ ñöâÿðäæýííi.

a) Íÿõàé X = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m}, äçå gi � íåïàðû�óíà
äûôåðýíöàâàëüíûÿ âûïóêëûÿ ôóíêöûi, i = 1, . . . ,m. Äëÿ x ∈ X
ñïðàâÿäëiâà ðî�óíàñöü

T (x,X) = {y ∈ Rn : g′(x)T y ≤ 0, i ∈ I(x)},

äçå I(x) def= {i ∈ Nm : gi}.
b) Äëÿ x ∈ Rn

T (x,Rn) = {y ∈ Rn : yi ≥ 0, êàëi xi = 0} .

c) Íÿõàé Σn
def= {x ∈ Rn

+ :
∑n
i=1 xi = 1} �åñöü (n−1)-ìåðíû ñiìïëåêñ.

Äëÿ x ∈ Σn

T (x,Σn) = {y ∈ T (Rn, x) :
n∑
i=1

yi = 0} .
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Ãëàâà 1

Ëiíåéíàå ïðàãðàìàâàííå

Ìíîãiÿ âàæíûÿ äàñëåäàâàííi, ÿêiÿ ìàþöü ïðàìîå äà÷ûíåííå äà ëiíåéíà-
ãà ïðàãðàìàâàííÿ, áûëi âûêàíàíû ÿø÷ý �ó ìiíóëûì ñòàãîääçi. Àëå ôàðìà-
âàííå ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ �ó ÿêàñöi ñàìàñòîéíàãà ðàçäçåëà äàñëåäà-
âàííÿ àïåðàöûé àäáûëîñÿ �ó ïàñëÿâàåííûÿ ãàäû �ó ÇØÀ. Ïåðøûÿ âàæíûÿ
äàñëåäàâàííi ïà ëiíåéíàìó ïðàãðàìàâàííþ (àñíî�óíûÿ çàäà÷û i ïðûëàæýí-
íi, êðûòýðûé àïòûìàëüíàñöi, ìåòàä ðàøýííÿ, ýêàíàìi÷íàÿ iíòýðïðýòàöûÿ
ðýçóëüòàòà�ó ðàøýííÿ) áûëi ïðàâåäçåíû �ó CCCP Ë.Â. Êàíòàðîâi÷àì ó êàíöû
30-õ ãàäî�ó. Âÿäó÷àÿ ðîëÿ �ó ñòàíà�óëåííi ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ íàëåæàëà
Äæ. Äàíöûãó, ÿêi �ó 1947 ã. ðàñïðàöàâà�ó ñiìïëåêñ-ìåòàä. Ðàñïðàöàâàíàÿ �ó
1947 ã. Äæ. Íåéìàíàì êàíöýïöûÿ äâîéíàñöi çàáÿñïå÷ûëà �ó äàëåéøûì ïà-
âåëi÷ýííå ïðàêòû÷íàé êàøòî�óíàñöi i ïàøûðýííå ñôåðû �óæûâàííÿ ìåòàäà�ó
ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ. Äýòàë�åâàå àïiñàííå ç ïåðøûõ ðóê âûòîêà�ó ëiíåé-
íàãà ïðàãðàìàâàííÿ ÷ûòà÷ ìîæà çíàéñöi �ó êíiçå Äæ. Äàíöûãà [2].

1.1 Çàäà÷à ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ

Ó íàéáîëüø àãóëüíûì âûãëÿäçå çàäà÷ó ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ (ËÏ) ìîæ-
íà ñôàðìóëÿâàöü íàñòóïíûì ÷ûíàì. Äàäçåíû âûïóêëûÿ çàìêí�åíûÿ êîíóñû
CX ⊆ Rn i CY ⊆ Rm, ìàòðûöà A ∈ Mm,n(R) i âåêòàðû b ∈ Rm, c ∈ Rn.
Àíàëiòû÷íàÿ çàäà÷à ËÏ � ãýòà íàñòóïíàÿ çàäà÷à àïòûìiçàöûi:

max{cTx : Ax ≤CY b, x ≥CX 0}. (1.1)

Ó ïàëiýäðàëüíàé çàäà÷û ËÏ ïàòðàáóåööà êàá óñå êîíóñû áûëi ïàëiýäðàëüíû-
ìi. Ó äàëåéøûì ïàëiýäðàëüíóþ çàäà÷ó ËÏ áóäçåì ïðîñòà íàçûâàöü çàäà÷àé
ËÏ.

Iñíóå íåêàëüêi ýêâiâàëåíòíûõ ôàðìóë�åâàê çàäà÷û ËÏ. Ïðûâÿäçåì íåêàëü-
êi íàéáîëüø âûêàðûñòî�óâàåìûõ ç iõ.

• Çàäà÷à ËÏ ó ñòàíäàðòíàé ôîðìå

max{cTx : Ax = b, x ≥ 0} (1.2)

25
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�åñöü ïðûâàòíû âûïàäàê çàäà÷û (1.1), êàëi CX = Rn
+, CY = {0}.

• Çàäà÷àé ËÏ ó íàðìàëüíàé ôîðìå

max{cTx : Ax ≤ b} (1.3)

àòðûìëiâàåööà, êàëi CX = Rn, CY = Rm
+ .

• Êàëi CX = Rn
+, CY = Rm

+ , òî àòðûìëiâàåì çàäà÷ó

max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0}. (1.4)

Ó ÿêàñöi ïðûêëàäà íåïàëiýäðàëüíàé çàäà÷û ËÏ ïðûâÿäçåì íàñòóïíû.
Ïà�óàçíà÷àíàå ïðàãðàìàâàííå �óëó÷àå �ó ñÿáå àíàëiòû÷íûÿ çàäà÷û ËÏ, êàëi
àäçií ç êîíóñà�ó CX öi CY �åñöü êîíóñ íåàäìî�óíà àçíà÷àíûõ ìàòðûö, à äðóãi
êîíóñ ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiýäðàëüíûì. Çâû÷àéíà, çàäà÷à ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðà-
ìàâàííÿ �óçíiêàþöü ó íàñòóïíûõ ïàñòàíî�óêàõ.

• Çàäà÷à ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ �ó íàðìàëüíàé ôîðìå

cTx → max
n∑
i=1

Aixi ≤SMm
+

B ,
(1.5)

äçå c ∈ Rn, B ∈ SMm, Ai ∈ SMm (i = 1, . . . , n).

• Çàäà÷à ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ �ó ñòàíäàðòíàé ôîðìå

(C,X) → max
(Ai, X) = bi , i = 1, . . . ,m,

X ≥SMn
+

0 ,
(1.6)

äçå C ∈ SMn, b ∈ Rm, Ai ∈ SMn (i = 1, . . . ,m).

Êàæóöü, øòî íåéêiÿ äçâå ôîðìû (àíàëiòû÷íàé) çàäà÷û ËÏ ýêâiâàëåíò-
íûÿ, êàëi ÿíû çâîäçÿööà àäíà äà äðóãîé. Ìîæíà ïàêàçàöü, øòî �óñå âûøýé
ïåðàëi÷àíûÿ çàäà÷û ËÏ ýêâiâàëåíòíûÿ. Äëÿ ïðûêëàäó, ïàêàæàì ýêâiâà-
ëåíòíàñöü çàäà÷ ó ñòàíäàðòíàé i íàðìàëüíàé ôîðìàõ. Êàá óáà÷ûöü, øòî
çàäà÷à (1.2) çâîäçiööà äà çàäà÷û (1.3), äàñòàòêîâà çàïiñàöü ÿå �ó íàñòóïíûì
âûãëÿäçå

max{cTx : Ax ≤ b, −Ax ≤ −b, −x ≤ 0}.

Êàá çâåñöi çàäà÷ó (1.3) äà çàäà÷û (1.2), äàáàâiì âåêòàð s ∈ Rm íîâûõ çìåí-
íûõ, à âåêòàð x ïðàäñòàâiì ó âûãëÿäçå ðîçíàñöi u − v äâóõ íåàäìî�óíûõ
âåêòàðî�ó ç Rn. Ïàñëÿ ãýòàãà çàäà÷à (1.3) ïðûìå âûãëÿä

max{cTu− cT v : Au−Av + s = b, u ≥ 0, v ≥ 0, s ≥ 0}.
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Àíàëàãi÷íà, ìîæíà ïàêàçàöü ýêâiâàëåíòíàñöü çàäà÷û (1.1) i íàñòóïíàé
àíàëiòû÷íàé çàäà÷û ËÏ

max{cTx : Ax = b, x ≥CX 0}. (1.7)

Ñàïðà�óäû, êàëi ïàêëàñöi CY = {0}, òî ìû áà÷ûì, øòî çàäà÷à (1.7) ç'ÿ�óëÿåööà
ïðûâàòíûì âûïàäêàì çàäà÷û (1.1). Íààäâàðîò, êàëi äàáàâiì âåêòàð s ∈ Rm

íîâûõ çìåííûõ i �óâÿäçåì àáàçíà÷ýííi c = [c, 0], A = [A, I], x = [x, s],
C = CX × CY , òî ìîæíà çàïiñàöü çàäà÷ó (1.1) ó íàñòóïíûì âûãëÿäçå

max{cTx : Ax = b, x ≥C 0}.

Êðîïêà x, ÿêàÿ çàäàâàëüíÿå �óñiì àáìåæàâàííÿì çàäà÷û ËÏ, íàçûâàåööà
ÿå äàïóø÷àëüíûì ðàøýííåì. Êàæóöü, øòî çàäà÷à ËÏ ìàå ðàøýííå, êàëi
ÿíà ìàå äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå i ÿå ôóíêöûÿ ìýòû àáìåæàâàíà íà ìíîñòâå
�óñiõ äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó. Ó ãýòûì âûïàäêó äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå,
íà ÿêiì ôóíêöûÿ ìýòû ïðûìàå ìàêñiìàëüíàå (ìiíiìàëüíàå �ó çàäà÷àõ íà
ìiíiìóì) çíà÷ýííå íàçûâàåööà àïòûìàëüíûì ðàøýííåì çàäà÷û ËÏ.

1.1.1 Âûïóêëàÿ àïòûìiçàöûÿ i àíàëiòû÷íàå ËÏ

Çðàçóìåëà, øòî àíàëiòû÷íàÿ çàäà÷à ËÏ ç'ÿ�óëÿåööà ñïåöûÿëüíàé çàäà÷àé
âûïóêëàãà ïðàãðàìàâàííÿ. Ó ñâàþ ÷àðãó, êîæíóþ çàäà÷à âûïóêëàãà ïðà-
ãðàìàâàííÿ ìîæíà ñôàðìóëÿâàöü ÿê àíàëiòû÷íóþ çàäà÷ó ËÏ. Ðàçãëåäçiì
çàäà÷ó âûïóêëàé àïòûìiçàöûi

min
x∈D

f(x) , (1.8)

äçå D �åñöü çàìêí�åíàå âûïóêëàå ìíîñòâà �ó Rn, à f : Rn → R � âûïóêëàÿ
ôóíêöûÿ.

Áåç ñòðàòû àãóëüíàñöi, ìîæíà ëi÷ûöü, øòî f(x) = cTx �åñöü ëiíåéíàÿ
ôóíêöûÿ; iíàêø, ìû ìîæàì ðàçãëÿäàöü íàñòóïíóþ çàäà÷ó

− xn+1 → min
f(x) − xn+1 ≤ 0,
x ∈ D

ç ëiíåéíûì êðûòýðûåì, ÿêàÿ, çðàçóìåëà, ýêâiâàëåíòíà çûõîäíàé çàäà÷û.
Äàëåé, çíî�ó áåç ñòðàòû àãóëüíàñöi, ìû ìîæàì äàïóñöiöü, øòîD íå �óòðûìëiâàå
ëiíåéíàé ïàäïðàñòîðû L; iíàêø, àáî ôóíêöûÿ ìýòû çàäà÷û íå àáìåæàâà-
íà çíiçó i çàäà÷à íå ìàå ðàøýííÿ, àáî ìû ìîæàì çàìÿíiöü ìíîñòâà D ÿãî
ïåðàñÿ÷ýííåì ç ëiíåéíàé ïàäïðàñòîðàé L⊥.

Íÿõàé

C = cl
{

(x, xn+1) ∈ Rn+1 : xn+1 > 0,
1

xn+1
x ∈ D

}
.

Çðàçóìåëà, øòî C �åñöü âûïóêëû çàìêí�åíû âîñòðû êîíóñ ç íåïóñòîé óíóò-
ðàíàñöþ, à D �åñöü ïåðàñÿ÷ýííå C i ãiïåðïëîñêàñöi xn+1 = 1. Òàêiì ÷ûíàì,
çàäà÷à (1.8) ýêâiâàëåíòíà íàñòóïíàé àíàëiòû÷íàé çàäà÷û ËÏ

min{cTx : xn+1 = 1, (x, xn+1) ≥C 0} . (1.9)
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1.2 Ïðûêëàäû çàäà÷ ËÏ

Çàäà÷à ËÏ ìàå ìíîãà ïðàêòû÷íûõ ïðûìÿíåííÿ�ó. Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû
ïðûâîäçiì òîëüêi íåêàëüêi ïðûêëàäà�ó.

1.2.1 Çàäà÷à àá äûåöå

Çàäà÷à àá äûåöå áûëà ñôàðìóëÿâàíà ÿê çàäà÷à ËÏ àäíîé ç ïåðøûõ. Ðàç-
ãëåäçiì çàäà÷ó, ç ÿêîé ñóòûêàåööà ãàñïàäûíÿ, êàëi êóïëÿå ïðàäóêòû. ßíà
ìîæà êóïëÿöü ïðàäóêòû n ðîçíûõ íàçâà�ó, êîæíû ç ÿêiõ óòðûìëiâàå íåéêóþ
êîëüêàñöü êîæíàãà ç m êàðûñíûõ ðý÷ûâà�ó. Íÿõàé

• aij � êîëüêàñöü i-ãà êàðûñíàãà ðý÷ûâà �ó àäçiíöû j-ãà ïðàäóêòà, i =
1, . . . ,m, j = 1, . . . , n;

• ri � ãàäàâàÿ ïàòðýáíàñöü ó i-ì êàðûñíûì ðý÷ûâå, i = 1, . . . ,m;

• xj � ãàäàâîå ñïàæûâàííå j-ãà ïðàäóêòà, j = 1, . . . , n;

• cj � êîøò àäçiíêi j-ãà ïðàäóêòà, j = 1, . . . , n.

Äûåòà çà ãîä âûçíà÷àåööà âûáàðàì âåêòàðà x ≥ 0. Íÿðî�óíàñöi Ax ≥ r
âûðàæàþöü òîé ôàêò, øòî áóäçå çàäàâîëåíà ìiíiìàëüíàÿ ïàòðýáíàñöü ó êà-
ðûñíûõ ðý÷ûâàõ. Äëÿ òàãî êàá çíàéñöi äûåòó íàéìåíüøàãà êîøòó, ÿêàÿ
çàäàâàëüíÿå ïàòðýáíàñöü ó êàðûñíûõ ðý÷ûâàõ, òðýáà ðàøûöü íàñòóïíóþ
çàäà÷ó ËÏ:

min{cTx : Ax ≥ r, x ≥ 0}.

1.2.2 Äûíàìi÷íàÿ ìàäýëü çàòðàòû-âûïóñê (ìàäýëü Ëÿ-
âîíöåâà)

Ïðàñöåéøû ñòàòû÷íû âàðûÿíò ìàäýëi çàòðàòû-âûïóñê àïiñâàå ýêàíàìi÷-
íóþ ñiñòýìó, ÿêàÿ �óëó÷àå n âûòâîð÷ûõ ãàëií, ïðû÷ûì êîæíàÿ ãàëiíà âûïóñ-
êàå àäçií âiä ïðàäóêòà i âûêàðûñòî�óâàå àäçiíû òýõíàëàãi÷íû ñïîñàá (ñïî-
ñàá âûòâîð÷àñöi àäïàâåäíàãà ïðàäóêòà). Êîæíû ïðàäóêò ìîæà ñïàæûâàööà
�óíóòðû ñiñòýìû öi âûñòóïàöü ó ÿêàñöi êàíå÷íàãà ïðàäóêòà, ïîïûò íà ÿêi �ó
âûãëÿäçå iíäûâiäóàëüíàãà öi ãðàìàäñêàãà ñïàæûâàííÿ, à òàêñàìà ýêñïàðòó
ëi÷ûööà äàäçåíûì.

Äàïóñöiì, øòî ìàåööà n ãàëií, à xi � àãóëüíû (âàëàâû) âûïóñê ïðàäóê-
öûi i-é ãàëiíû; bi � ïîïûò (êàíå÷íû ïðàäóêò) íà ïðàäóêöûþ i-é ãàëiíû;
aij � êîëüêàñöü ïðàäóêöûi i-é ãàëiíû, íåàáõîäíàÿ äëÿ âûòâîð÷àñöi àäçiíêi
ïðàäóêöûi j-é ãàëiíû.

Àñíî�óíûÿ áàëàíñàâûÿ �óðà�óíåííi, ÿêiÿ àïiñâàþöü ðàçìåðêàâàííå ïðàäóê-
öûi ãàëií, ìàþöü âûãëÿä:

xi −
n∑
j=1

aijxj = bi , i = 1, . . . , n, (1.10)
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öi �ó ìàòðû÷íûì âûãëÿäçå
(I −A)x = d, (1.11)

äçå A ∈Mn×n(R) � òýõíàëàãi÷íàÿ ìàòðûöà, ç ýëåìåíòàìi aij . Çâû÷àéíà ç
ýêàíàìi÷íàé ïàñòàíî�óêi çàäà÷û âûíiêàå, øòî ìàòðûöà I−A íÿâûðàäæàíàÿ
i àäçiíàå ðàøýííå x = (I −A)−1b ≥ 0 ñiñòýìû (1.11) íåàäìî�óíàå.

Öÿïåð ðàçãëåäçiì äûíàìi÷íû âàðûÿíò ìàäýëi Ëÿâîíöåâà. Ìàäûôiêàâà-
íàÿ ìàäýëü äàïóñêàå ìàã÷ûìàñöü óâîäó íîâûõ âûòâîð÷ûõ ìàãóòíàñöåé i
ïåðàõîäó íÿâûêàðûñòàíàé ÷àñòêi ïðàäóêöûi ç àäíàãî ïëàíàâàãà ïåðûÿäó �ó
íàñòóïíû.

Áóäçåì ëi÷ûöü, øòî ìàåööà T ïåðûÿäà�ó. Ó êîæíû t-òû ïåðûÿä íàì
âÿäîìà òýõíàëàãi÷íàÿ ìàòðûöà A(t). Àêðàìÿ òàãî, äàäçåíà ìàòðûöà D(t) ∈
Mn×n(R) êàïiòàëüíûõ çàòðàò, ýëåìåíòû ÿêîé dij �åñöü çàòðàòû i-é ãàëiíû
íà ïàâåëi÷ýííå âûïóñêà ïðàäóêöûi j-é ãàëiíû íà àäçiíêó.

Íÿõàé bt � ïîïûò íà ïðàäóêöûþ �ó t-ì ïåðûÿäçå; wt � âûòâîð÷àÿ ìàãóò-
íàñöü ó êàíöû ïåðûÿäó t (âûìÿðàåööà �ó àäçiíêàõ âûïóñêà ïðàäóêöûi); xt

� âûïóñê ïðàäóêöûi �ó ïåðûÿäçå t; vt � ïðûðîñò âûòâîð÷àé ìàãóòíàñöi çà
ïåðûÿä t (ó àäçiíêàõ ïðàäóêöûi); st � çàïàñ ïðàäóêöûi �ó êàíöû t-ãà ïåðûÿ-
äó. Ïðû òàêiõ àáàçíà÷ýííÿõ áàëàíñàâûÿ �óðà�óíåííi äëÿ äûíàìi÷íàé ìàäýëi
çàòðàòû�âûïóñê ìàþöü íàñòóïíû âûãëÿä:

xt = A(t)xt + bt +D(t)vt + st − st−1, t = 1, . . . , T. (1.12)

Âûòâîð÷àÿ ìàãóòíàñöü, ÿêóþ ìîæíà âûêàðûñòàöü ó ïåðûÿäçå t, ðî�óíà ñóìå
ìàãóòíàñöi ïàïÿðýäíÿãà ïåðûÿäó i ïðûðîñòà ìàãóòíàñöi, ã. çí.

wt = wt + vt, t = 1, . . . , T,

öi

wt = w0 +
t∑

τ=1

vτ , t = 1, . . . , T. (1.13)

Âûïóñê ïðàäóêöûi i-é ãàëiíû �ó ïåðûÿä t àáìåæàâàíû iñíóþ÷àé âûòâîð÷àé
ìàãóòíàñöþ

xt ≤ wt, t = 1, . . . , T,

öi, âûêàðûñòî�óâàþ÷û (1.13), àòðûìëiâàåì íÿðî�óíàñöi

xt −
t∑

τ=1

vτ ≤ w0, t = 1, . . . , T. (1.14)

Óñå íåâÿäîìûÿ, âiäàâî÷íà, ïàâiííû áûöü íåàäìî�óíûìi

xt, vt, st ≥ 0, t = 1, . . . , T. (1.15)

Äëÿ T = 3 óìîâû (1.12) i (1.14) ïðàäñòà�óëåíû �ó òàáëiöû 1.2.2.
Çðàçóìåëà, øòî äûíàìi÷íàÿ ìàäýëü çàòðàòû-âûïóñê (1.12)�(1.15) çíà÷-

íà öiêàâåé ñòàòû÷íàé ìàäýëi. Òàê ÿê êîëüêàñöü çìåííûõ ïåðà�óçûõîäçiöü
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Òýõíàëàãi÷íûÿ ñïîñàáû

x1 v1 s1 x2 v2 s2 x3 v3 s3

I − A(1) −D(1) −I = b1 − s0
I −I ≤ w0

I − A(2) −D(2) −I = b2

−I I −I ≤ w0

I − A(3) −D(3) −I = b3

−I −I I −I ≤ w0

Òàáëèöà 1.1: Äûíàìi÷íàÿ ìàäýëü çàòðàòû-âûïóñê

êîëüêàñöü óðà�óíåííÿ�ó, òî ÿíà ìîæà ìåöü ìíîãà äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó i
òàìó äàïóñêàå ïàñòàíî�óêó øýðàãó àïòûìiçàöûéíûõ çàäà÷. Ó ÿêàñöi ïðûêëà-
äó ðàçãëåäçiì íåêàëüêi ìàã÷ûìûõ ñiòóàöûé.

1. Äàïóñöiì, øòî ýêñïàðòíûÿ ìàã÷ûìàñöi äàçâàëÿþöü ðýàëiçàâàöü ïðà-
äóêöûþ 1-é i 3-é ãàëií ó t1-û ïëàíàâû ïåðûÿä ó íåàáìåæàâàíàé êîëüêàñöi,
ïðû÷ûì ïðàäóêöûÿ çà�óñ�åäû ðýàëiçóåööà �ó ñóàäíîñiíå 2 : 1. Êàá âûÿâiöü
ìàã÷ûìàñöü ïàâåëi÷ýííÿ âûòâîð÷àñöi ïðàäóêòà�ó ïåðøàé i òðýöÿé ãàëií �ó
äàäçåíàé ïðàïîðöûi, áàëàíñàâàå �óðà�óíåííå äëÿ t1-ãà ïåðûÿäó çàìåíiì íà
íàñòóïíàå:

xt1 = A(t1)xt1 + bt1 +D(t1)vt1 + st1 − st1−1 + ht1yt1 ,

äçå âåêòàð ht1 (ôiêòû�óíû òýõíàëàãi÷íû ñïîñàá) ìàå äçâå íåíóëÿâûõ êàì-
ïàíåíòû, ÿêiÿ ðî�óíû 2 ó ïåðøûì ðàäêó i 1 ó òðýöiì ðàäêó. Ïàñëÿ ãýòàãà
ðàøàåì çàäà÷ó ËÏ

yt1 → max
x1 −A(1)x1 −D(1)v1 − s1 = b1 − s0,
xt −A(t)xt −D(t)vt − st + st−1 = bt, t ∈ {2, . . . , T} \ t1,
xt1 −A(t1)xt1 −D(t1)vt1 − st1 − st1−1 − ht1yt1 = bt1 ,

xt −
∑t
τ=1 v

τ ≤ w0, t = 1, . . . , T,
xt, vt , st ≥ 0, t = 1, . . . , T.

(1.16)

Ó âûïàäêó, êàëi òðýáà ïàâÿëi÷ûöü âûïóñê ïðàäóêöûi íå �ó àäíûì, à àäðà-
çó �ó íåêàëüêiõ ïåðûÿäàõ, íåàáõîäíà �óâåñöi íåêàëüêi ôiêòû�óíûõ òýõíàëàãi÷-
íûõ ñïîñàáà�ó (ïà àäíûì íà êîæíû ïåðûÿä).

2. Ñiòóàöûÿ, ïàäîáíàÿ ðàçãëåäæàíàé íàìi âûøýé, õàðàêòýðíà i äëÿ ñòðàòý-
ãi÷íûõ çàäà÷ ïëàíàâàííÿ àáàðîíû. Äàïóñöiì, øòî �ó êîæíû ïëàíàâû ïå-
ðûÿä âåêòàð bt çàäàå ìiíiìàëüíà íåàáõîäíû �óçðîâåíü âûòâîð÷àñöi ïðàäóê-
öûi äëÿ ïàòðýá ãðàìàäçÿíñêàãà íàñåëüíiöòâà. Íåàáõîäíà ç äàïàìîãàé çà-
ñòà�óøûõñÿ âûòâîð÷ûõ ðýñóðñà�ó âûðàáiöü ìàêñiìàëüíóþ êîëüêàñöü âàåííàé
òýõíiêi. Êàá âûðàøûöü ãýòó çàäà÷ó, ó êîæíûì ïëàíàâûì ïåðûÿäçå (öi òîëü-
êi �ó íåéêiõ çàãàäçÿ àçíà÷àíûõ) äëÿ êîæíàé àäçiíêi âàåííàé òýõíiêi òðýáà
�óâåñöi ôiêòû�óíû òýõíàëàãi÷íû ñïîñàá, i-ÿ êàìïàíåíòà ÿêîãà ðî�óíà êîëüêàñ-
öi àäçiíàê ïðàäóêöûi i-é ãàëiíû, íåàáõîäíûõ äëÿ âûòâîð÷àñöi àäçiíêi ãýòàé
òýõíiêi. Àêðàìÿ òàãî, ìîãóöü äàáà�óëÿööà ëiíåéíûÿ àáìåæàâàííi íà çìåí-
íûÿ, àäïàâÿäàþ÷ûÿ âiäàì âàåííàé òýõíiêi, ç ìýòàé ãàðàíòàâàöü âûòâîð÷àñ-
öü òýõíiêi �ó ïàòðýáíûõ ïðàïîðöûÿõ. Ïàñëÿ ãýòàãà ðàøàåööà çàäà÷à ËÏ ç
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ìýòàé ìàêñiìiçàâàöü àãóëüíû âûïóñê âàåííàé ïðàäóêöûi. Äëÿ ãýòàãà êàýôi-
öûåíòû ïðû çìåííûõ, ÿêiÿ àäïàâÿäàþöü âiäàì âàåííàé òýõíiêi, àçíà÷àþööà
ðî�óíûìi àäçiíöû, öi �ó àäïàâåäíàñöi ç íåéêàé äàäçåíàé øêàëîé ïåðàâàã.

3. Äàïóñöiì, øòî ìû çàöiêà�óëåíû �ó ìiíiìiçàöûi çàòðàò ïðàöî�óíàãà ÷àñó,
íåàáõîäíàãà äëÿ âûòâîð÷àñöi ïðàäóêöûi ç ìýòàé çàäàâîëiöü äàäçåíû ñïà-
æûâåöêi ïîïûò. Íÿõàé ct � âåêòàð, êàìïàíåíòû ÿêîãà âûçíà÷àþöü çàòðàòû
�ó ãàäçiíàõ ïðàöî�óíàãà ÷àñó íà âûòâîð÷àñöü àäçiíêi êîæíàãà âiäó ïðàäóêöûi
�ó ïåðûÿä t, à ĉt � àíàëàãi÷íû âåêòàð çàòðàò ïðàöû �ó ïåðûÿä t íà ñòâàðýííå
êîæíàãà âiäó íîâûõ âûòâîð÷ûõ ìàãóòíàñöåé. Òðýáà ìiíiìiçàâàöü ôóíêöûþ
ìýòû

∑T
t=1(ctxt + ĉtvt) ïðû àáìåæàâàííÿõ (1.12)�(1.15).

1.2.3 Íiæíiÿ àöýíêi �ó êâàäðàòû÷íûì ïðàãðàìàâàííi

Áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó êâàäðàòû÷íàãà ïðàãðàìàâàííÿ

min{f0(x) : fi(x) = 0, i = 1, . . . ,m} , (1.17)

äçå fi(x) = xTQix+ (ci)Tx+ di, Qi ∈ SMn, ci ∈ Rn, di ∈ R (0 ≤ i ≤ m).
Çàçíà÷ûì, øòî äà çàäà÷û êâàäðàòû÷íàãà ïðàãðàìàâàííÿ ìîæíà çâåñöi

ëþáóþ çàäà÷ó ìàòýìàòû÷íàãà ïðàãðàìàâàíÿ, ó ÿêîé óñå ôóíêöûÿ fi (0 ≤
i ≤ m) ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiíîìàìi. Áîëüø êàíêðýòíà, êàá, ñêàæàì, ïðàäñòàâiöü
ìàíîì x3

1x
2
2 ç äàïàìîãàé êâàäðàòû÷íûõ àáìåæàâàííÿ�ó, äàñòàòêîâà �óâåñöi

òðû íîâûõ çìåííûõ x12, x13, x22, àáìåæàâàííi x12 = x2
1, x13 = x12x1, x22 =

x2
2 i çàìÿíiöü x

3
1x

2
2 íà x13x22.

Àá àãóëüíàñöi çàäà÷û êâàäðàòû÷íàãà ïðàãðàìàâàííÿ ñâåä÷ûöü òàêñàìà
òîå, øòî áóëå�óñêàå àáìåæàâàííå xi ∈ {0, 1} òàêñàìà ìîæíà ïðàäñòàâiöü
êâàäðàòû÷íàé ðî�óíàñöþ xi = x2

i . Òàêiì ÷ûíàì, êâàäðàòû÷íàå ïðàãðàìà-
âàííå ïàêðûâà "àìàëü øòî �óñ�å".

Ó ñiëó ñâà�åé àãóëüíàñöi, çàäà÷à êâàäðàòû÷íàãà ïðàãðàìàâàííÿ ç'ÿ�óëÿåööà
âåëüìi ñêëàäàíàé. Äëÿ ÿå ðàøýííÿ ïðûìÿíÿþööà ìåòàäû àáìåæàâàíàãà ïå-
ðàáîðó âàðûÿíòà�ó òûïó ãàëií i ìåæà�ó (ãë. ïàðàãðàô 5.3). Ó òàêiõ àëãàðûò-
ìàõ ïàòðýáíà �óìåöü àöýíüâàöü çíiçó àïòûìàëüíàå çíà÷ýííå ôóíêöûi ìýòû.
Íiæýé ìû ïàêàæàì, ÿê ãýòà ìîæíà çðàáiöü ç äàïàìîãàé ïà�óàçíà÷àíàãà ïðà-
ãðàìàâàííÿ.

Ðàçãëåäçiì íàñòóïíóþ çàäà÷ó ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ

γ(f0) = max γ
m∑
i=1

Aiyi + e0eT0 γ ≤SM+
n+1

A0,
(1.18)

äçå e0 = (1, 0, . . . , 0)T ∈ Rn+1 i äëÿ 0 ≤ i ≤ m

Ai
def=
[

di
1
2 (ci)T

1
2c
i Qi

]
.

Íÿõàé D
def= {x ∈ Rn : fi(x) = 0, i = 1, . . . , n} � äàïóø÷àëüíû àáñÿã çàäà÷û

(1.17).
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Òýàðýìà 1.2.1 Äëÿ �óñiõ x ∈ D âûêîíâàåööà íÿðî�óíàñöü f0(x) ≥ γ(f0).

Äîêàç. Íÿõàé y ∈ Rm i γ ∈ R �åñöü äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (1.18).
Òàê ÿê ìàòðûöà

Z = A0 −
m∑
i=1

Aiyi − e0eT0 γ

íåàäìî�óíà àçíà÷àíà, òî äëÿ ëþáîãà x ∈ D ìàåì

0 ≤ (1, xT )Z
(

1
x

)
= (1, xT )

(
A0 −

m∑
i=1

Aiyi − e0eT0 γ

)(
1
x

)

= xTQ0x+ (c0)Tx+ d0 −
m∑
i=1

(
xTQix+ (ci)Tx+ di

)
yi − γ

= f0(x)− γ ≤ f0(x)− γ(f0).

2

Iíøûìi ñëîâàìi, ñöâÿðäæýííå òýàðýìû 1.2.1 àçíà÷àå, øòî ëiê γ(f0) ç'ÿ�óëÿåööà
íiæíÿé ìÿæîé íà àïòûìàëüíàå çíà÷ýííå ôóíêöûi ìýòû �ó çàäà÷û (1.17).

1.3 Äâîéíàñöü

Ñóòíàñöü êàíöýïöûi äâîéíàñöi �ó ëiíåéíûì ïðàãðàìàâàííi i ÿå ïàòýíöûÿëü-
íûÿ ìàã÷ûìàñöi ïåðøûì çðàçóìå�ó Äæ. Íåéìàí. Òýîðûÿ äâîéíàñöi äàå �ó
ðàñïàðàäæýííå äàñëåä÷ûêà�ó êðûòýðûi àïòûìàëüíàñöi ðàøýííÿ�ó àïòûìiçà-
öûéíàé çàäà÷û, äàçâàëÿå àöàíiöü óñòîéëiâàñöü àïòûìàëüíûõ ðàøýííÿ�ó ïðû
çìÿíåííi àñîáíûõ ïàðàìåòðà�ó çàäà÷û, i, ó íåéêàé ñòóïåíi, äàçâàëÿå çðàáiöü
âûñíîâó àá ñêëàäàíàñöi çàäà÷û.

1.3.1 Ëåìà Ôàðêàøà

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû àòðûìàåì êðûòýðûi âûðàøàëüíàñöi ñiñòýì íÿðî�óíàñöåé,
ÿêiÿ çàäàþöü äàïóø÷àëüíû àáñÿã ó çàäà÷àõ ËÏ (ÿê àíàëiòû÷íàé òàê i ïàëi-
ýäðàëüíàé).

Òýàðýìà 1.3.1 Íÿõàé C1 ⊆ Rm i C2 ⊆ Rn �åñöü âûïóêëûÿ çàìêí�åíûÿ êî-
íóñû, A ∈Mm,n(R), b ∈ Rm. Êàëi êîíóñ

K(C1, AC2) def= {y +Ax : y ∈ C1 , x ∈ C2}

çàìêí�åíû, òî ñiñòýìà íÿðî�óíàñöåé

Ax ≤C1 b, x ≥C2 0 (1.19)

ìàå ðàøýííå òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi äëÿ �óñiõ u ≥CD1 0, òàêiõ, øòî
ATu ≥CD2 0, âûêîíâàåööà íÿðî�óíàñöü uT b ≥ 0.
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Äîêàç. Íåàáõîäíàñöü. Íÿõàé x �åñöü ðàøýííå (1.19). Êàëi u ≥CD1 0 i
ATu ≥CD2 0, òî ç àçíà÷ýííÿ äâîéíàãà êîíóñà àäðàçó âûíiêàå

uT b ≥ uTAx ≥ 0.

Äàñòàòêîâàñöü. Äàïóñöiì, øòî ñiñòýìà (1.19) íå ìàå ðàøýííÿ. Òàê ÿê
ìíîñòâà K(C1, AC2) âûïóêëàå i çàìêí�åíàå, b 6∈ K(C1, AC2), òî ïà òýàðýìå
àá àäàñîáëåíàñöi âûïóêëûõ ìíîñòâà�ó iñíóþöü òàêiÿ âåêòàð u ∈ Rm i ëiê α,
øòî uT b < α i uT z ≥ α äëÿ �óñiõ z ∈ K(C1, AC2). Òàê ÿê 0 ∈ C1 i 0 ∈ C2, òî
0 ∈ K(C1, AC2) i òàìó 0 ≥ α. Ïà òîé æà ïðû÷ûíå

uTAx ≥ α äëÿ �óñiõ x ∈ C2 ,
uT y ≥ α äëÿ �óñiõ y ∈ C1 .

(1.20)

Òàê ÿê C1 i C2 � êîíóñû i α ≤ 0, òî íÿðî�óíàñöi (1.20) ýêâiâàëåíòíû íÿ-
ðî�óíàñöÿì

ATu ≥CD2 0 i u ≥CD1 0 .

Äëÿ çàâÿðøýííÿ äîêàçó �óñïîìíiì, øòî uT b < α ≤ 0. 2

Çàçíà÷ûì, øòî êîíóñ K(C1, AC2) çàìêí�åíû �ó äâóõ íàñòóïíûõ ïðûâàò-
íûõ âûïàäêàõ:

• êîíóñû C1 i C2 ïàëiýäðàëüíûÿ;

• (óìîâà Ñëåéòýðà) rint K(C1, AC2) 6= ∅.
Ïðûâàòíûì âûïàäêàì òýàðýìû 1.3.1 ç'ÿ�óëÿåööà íàñòóïíû êðûòýðûé âû-

ðàøàëüíàñöi ciñòýì ëiíåéíûõ íÿðî�óíàñöåé (ÑËÍ), ÿêi áîëüø âÿäîìû ÿê
ëåìà Ôàðêàøà.

Ëåìà 1.3.1 Íÿõàé A ∈Mm,n(R) i b ∈ Rm. Iñíàâàííå ðàøýííÿ ÑËÍ Ax ≤ b
ýêâiâàëåíòíà òàìó, øòî yT b ≥ 0 äëÿ ëþáîãà âåêòàðà y ∈ Rm

+ , çàäàâàëü-
íÿþ÷àãà �óìîâå yTA = 0.

Äîêàç âûíiêàå ç òýàðýìû 1.3.1, êàëi C1 = Rm
+ , C2 = Rn. 2

Íàñòóïíàÿ ëåìà ç'ÿ�óëÿåööà âàðûÿíòàì ëåìû Ôàðêàøà äëÿ ñiñòýìû ëi-
íåéíûõ óðà�óíåííÿ�ó ç íåàäìî�óíûìi çìåííûìi.

Ëåìà 1.3.2 Íÿõàé A ∈Mm,n(R) i b ∈ Rm. Iñíàâàííå íåàäìî�óíàãà ðàøýííÿ
x ≥ 0 ÑËÓ Ax = b ýêâiâàëåíòíà òàìó, øòî yT b ≥ 0 äëÿ ëþáîãà âåêòàðà
y ∈ Rm, çàäàâàëüíÿþ÷àãà �óìîâå yTA ≥ 0.

Äîêàç âûíiêàå ç òýàðýìû 1.3.1, êàëi C1 = {0}, C2 = Rn
+. 2

I �ó çàêëþ÷ýííå ñôàðìóëþåì àôiííû âàðûÿíò ëåìû Ôàðêàøà.

Ëåìà 1.3.3 Äàäçåíû ìàòðûöà A ∈ Mm,n(R) i âåêòàð b ∈ Rm. Âåêòàð
b ∈ cone(A1, . . . , An), òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi äëÿ ëþáîãà âåêòàðà y ∈ Rm

ç óìîâû yTA ≥ 0 âûíiêàå, øòî yT b ≥ 0.

Äîêàç ïàêiäàåööà ÷ûòà÷ó �ó ÿêàñöi ïðàêòûêàâàííÿ. 2
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Ïðàìàÿ çàäà÷à Äâîéíàÿ çàäà÷à
max cTx min bT y

Aix ≤ bi , i ∈ R∞ yi ≥ 0 , i ∈ R∞
Aix = bi , i ∈ R∈ yi ∈ R , i ∈ R∈
Aix ≥ bi , i ∈ R3 yi ≤ 0 , i ∈ R3
xj ≥ 0 , j ∈ C∞ yTAj ≥ cj , j ∈ C∞
xj ∈ R , j ∈ C∈ yTAj = cj , j ∈ C∈
xj ≤ 0 , j ∈ C3 yTAj ≤ cj , j ∈ C3

Òàáëèöà 1.2: Ïàðà äâîéíûõ çàäà÷ ËÏ

1.3.2 Òýàðýìà äâîéíàñöi

Íÿõàé CX ⊆ Rn i CY ⊆ Rm �åñöü çàìêí�åíûÿ âûïóêëûÿ êîíóñû, A ∈
Mm,n(R), b ∈ Rm, c ∈ Rn. Ðàçãëåäçiì ïàðó àíàëiòû÷íûõ çàäà÷ ËÏ

max{cTx : Ax ≤CY b, x ≥CX 0} (Ï)

i
min{bT y : AT y ≥CDX c, y ≥CDY 0}. (Ä)

(Ï) i (Ä) íàçûâàþööà, àäïàâåäíà, ïðàìîé i äâîéíàé çàäà÷àìi. Ó äà÷ûíåííi
äà ïðàìîé çàäà÷û (Ï) çìåííûÿ xi íàçûâàþööà ïðàìûìi, à çìåííûÿ yi �
äâîéíûìi. Çàçíà÷ûì òàêñàìà, øòî äà÷ûíåííå äâîéíàñöi ñiìåòðû÷íàå, ã. çí.
çàäà÷à äâîéíàÿ äà äâîéíàé ç'ÿ�óëÿåööà ïðàìîé.

Äàñòàòêîâà àãóëüíàå ïðàâiëà çàïiñó äâîéíàé çàäà÷û äëÿ äàäçåíàé (ïàëi-
ýäðàëüíàé) çàäà÷û ËÏ ïðûâåäçåíà �ó òàáëiöû 1.3.2.

Íàïðûêëàä, äâîéíàé äëÿ íàñòóïíàé çàäà÷û ËÏ

2x1 − 4x2 + 3x3 → max
x1 + x2 − x3 = 9 ,

−2x1 + x2 ≤ 5 ,
x1 − 3x3 ≥ 4 ,
x1 ≥ 0 ,

x3 ≤ 0

áóäçå çàäà÷à
9y1 + 5y2 + 4y3 → min
y1 − 2y2 + y3 ≥ 2 ,
y1 + y2 = −4 ,
−y1 − 3y3 ≤ 3 ,

y2 ≥ 0 ,
y3 ≤ 0 .

Äâîéíàé äà çàäà÷û ËÏ (1.3) ó íàðìàëüíàé ôîðìå áóäçå çàäà÷à

min{bT y : AT y = c, y ≥ 0}. (1.3.23)
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Çàïiøàì öÿïåð äâîéíóþ çàäà÷ó äà çàäà÷û (1.5) ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðà-
ìàâàííÿ �ó íàðìàëüíàé ôîðìå:

(B, Y ) → min
(Ai, Y ) = ci , i = 1, . . . , n ,

Y ≥SMm
+

0.
(1.3.24)

Äëÿ çàäà÷û (1.6) ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ �ó ñòàíäàðòíàé ôîðìå äâîé-
íàÿ çàäà÷à ìàå íàñòóïíû âûãëÿä:

bT y → min∑m
i=1A

iyi ≥SMn
+

C .
(1.3.25)

Çàçíà÷ûì, øòî �ó çàäà÷û (1.3.24) íåâÿäîìàé ç'ÿ�óëÿåööà ìàòðûöà Y ∈ SMm
+ ,

à �ó çàäà÷û (1.3.25) íåâÿäîìû âåêòàð y ∈ Rm.
Äëÿ ïðûêëàäó, äâîéíàÿ çàäà÷à äà çàäà÷û (1.18) ìàå íàñòóïíû âûãëÿä:(

A0, P
)
→ min(

Ai, P
)

= 0, i = 1, . . . ,m,
p00 = 1,
P ∈ SM+

n+1 .

(1.3.26)

Ïàìiæ ïðàìîé i äâîéíàé çàäà÷àìi icíóå âåëüìi öåñíàÿ �óçàåìàñóâÿçü. Ìû
ñâàðìóëþåì òýàðýìó äâîéíàñöi i íåêàëüêi âàæíûõ ÿå ñëåäñòâà�ó ïðû �óìîâå,
øòî

êîíóñû K(CY , ACX) i K(−CDX , ATCDY ) çàìêí�åíûÿ. (1.3.27)

Ó ïðûâàòíàñöi, ãýòàÿ �óìîâà âûêîíâàåööà äëÿ ïàëiýäðàëüíûõ çàäà÷ ËÏ.

Òýàðýìà 1.3.2 (äâîéíàñöi) Ìàþöü ìåñöà íàñòóïíûÿ àëüòýðíàòûâû.

1. Àáåäçâå çàäà÷û (Ï) i (Ä) ìàþöü äàïóø÷àëüíûÿ ðàøýííi i

max{cTx : Ax ≤CY b, x ≥CX 0} =
min{bT y : AT y ≥CDX c, y ≥CDY 0}. (1.3.28)

2. Êàëi àäíà ç çàäà÷ (Ï) öi (Ä) íå ìàå äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó, à äðóãàÿ
ìàå, òî ôóíêöûÿ ìýòû ãýòàé çàäà÷û íåàáìåæàâàíà.

3. Àáåäçâå çàäà÷û íå ìàþöü äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó.

Äîêàç. Íÿõàé x ∈ Rn i y ∈ Rm � àäïàâåäíà àäâîëüíûÿ äàïóø÷àëüíûÿ
ðàøýííi ïðàìîé i äâîéíàé çàäà÷. Ïà àçíà÷ýííþ äâîéíàãà êîíóñà ìàåì

(AT y − c)Tx ≥ 0 i yT (b−Ax) ≥ 0 .

Àäêóëü
cTx ≤ yTAx ≤ yT b .
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Ìû äàêàçàëi, øòî max ≤ min. Äëÿ äîêàçó ðî�óíàñöi äàñòàòêîâà ïàêàçàöü,
øòî ìàå ðàøýííå íàñòóïíàÿ ñiñòýìà íÿðî�óíàñöåé

Ax ≤CY b, x ≥CX 0;
AT y ≥CDX c, y ≥CDY 0;
−cTx+ bT y ≤ 0 .

(1.3.29)

Àçíà÷ûì

C1 = CY × (−CDX )×R+ ,

C2 = CX × CDY ,

A
def=

 A 0
0 AT

−cT bT

 , b
def=

 b
c
0


i z = (x, y), x ∈ Rn, y ∈ Rm. Öÿïåð (1.3.29) ìîæíà ïåðàïiñàöü ó âûãëÿäçå

Az ≤C1 b, z ≥C2 0 . (1.3.30)

Çãîäíà òýàðýìå 1.3.1, ñiñòýìà (1.3.30) ìàå ðàøýííå òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi
âûêîíâàåööà íàñòóïíàÿ �óìîâà

uT b ≥ 0 äëÿ �óñiõ u, òàêiõ, øòî u ≥CD1 0 i ATu ≥CD2 0 . (1.3.31)

Ïðàäñòàâiì âåêòàð u ó âûãëÿäçå u = (w, v, t), äçå w ∈ Rm, v ∈ Rn, t ∈ R.
Öÿïåð óìîâó (1.3.31) ìîæíà çàïiñàöü íàñòóïíûì ÷ûíàì:

êàëi w ≥CDY 0, v ≤CX 0, t ≥ 0
i ATw − tc ≥CDX 0, Av + tb ≥CY 0,
òî wT b+ vT c ≥ 0.

(1.3.32)

Êàá äàêàçàöü ãýòóþ iìïëiêàöûþ, äàïóñöiì, øòî w, v, t çàäàâàëüíÿþöü ÿå
ïàñûëöû. Ðàçãëåäçiì äâà âûïàäêi:

1) êàëi t > 0, òî ç wT (tb+Av) ≥ 0 i vT (ATw − tc) ≤ 0 ìàåì

wT b ≥ −1
t
wTAv ≥ −cT v;

2) êàëi t = 0, òî, òàê ÿê iñíóþöü òàêiÿ x ∈ Rn, y ∈ Rm, øòî

Ax ≤CY b, x ≥CX 0 i AT y ≥CDX c, y ≥CDY 0,

àòðûìëiâàåì

wT b ≥ wTAx ≥ 0 ≥ −vTAT y ≥ −vT c.
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Öÿïåð ðàçãëåäçiì äðóãóþ àëüòýðíàòûâó. Êàëi ñiñòýìà

Ax ≤CY b, x ≥CX 0

íå ìàå ðàøýííÿ�ó, à
AT y0 ≥CDX c, y0 ≥CDY 0,

òî ïà òýàðýìå 1.3.1 iñíóå òàêi âåêòàð u ∈ Rm, øòî ATu ≥CDX 0, u ≥CDY 0
i bTu < 0. Òàäû âåêòàð ŷ = y0 + λu òàêñàìà ç'ÿ�óëÿåööà äàïóø÷àëüíûì
ðàøýííåì çàäà÷û (Ä) äëÿ �óñiõ λ ≥ 0. Êàëi λ iìêíåööà äà ∞, òî ôóíêöûÿ
ìýòû çàäà÷û (Ä) iìêíåööà äà −∞.

Ó âûïàäêó, êàëi ñiñòýìà

AT y ≥CDX c, y ≥CDY 0

íå ìàå ðàøýííÿ�ó, à
Ax0 ≤CY b, x0 ≥CX 0,

òî ïà òýàðýìå 1.3.1 iñíóå òàêi âåêòàð v, øòî Av ≥CY 0, v ≤CX 0, cT v < 0.
Òàäû âåêòàð x̂ = x0 − λv ç'ÿ�óëÿåööà äàïóø÷àëüíûì ðàøýííåì çàäà÷û (Ï)
äëÿ �óñiõ λ ≥ 0. Êàëi λ iìêíåööà äà∞, òî ôóíêöûÿ ìýòû çàäà÷û (Ï) òàêñàìà
iìêíåööà äà ∞.

Çðàçóìåëà, êàá äàêàçàöü ìàã÷ûìàñöü òðýöÿé àëüòýðíàòûâû, äàñòàòêîâà
ïðûâåñöi ïðûêëàä ïàðû äâîéíûõ çàäà÷ ËÏ, ÿêiÿ �åé çàäàâàëüíÿþöü:

max{−x : 0x ≤ −1}, min{−y : 0y = −1, y ≥ 0}.

Çàçíà÷ûì, øòî iñíóþöü i ìåíø òðûâiÿëüíûÿ ïðûêëàäû. 2

Âûíiê 1.3.1 Íÿõàé x i y � äàïóø÷àëüíûÿ ðàøýííi àäïàâåäíà çàäà÷ (Ï) i
(Ä). Íàñòóïíûÿ �óìîìû ýêâiâàëåíòíû:

a) x, y � àïòûìàëüíûÿ ðàøýííi ïðàìîé i äâîéíàé çàäà÷;

b) cTx = cT y;

c) (óìîâà äàïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi)

yT (b−Ax) = 0 i xT (c−AT y) = 0 .

Äîêàç. Ýêâiâàëåíòíàñöü óìî�ó a) i b) áûëà âûçíà÷àíà �ó òýàðýìå äâîéíà-
ñöi. Äàêàæàì ýêâiâàëåíòíàñöü b) i c).

b)⇒ c). Òàê ÿê

Ax ≤CY b, x ≥CX 0; AT y ≥CDX c, y ≥CDY 0; cTx = bT y ,

òî cTx ≤ yTAx ≤ yT b. Çíà÷ûöü, xT c = xTAT y i yT b = yTAx, öi

yT (b−Ax) = 0 i xT (c−AT y) = 0 .

c) ⇒ b). Òàê ÿê c) âûêîíâàåööà, òî cTx = yTAx i bT y = yTAx. Àäêóëü
cTx = bT y. 2
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Âûíiê 1.3.2 Àáåäçâå çàäà÷û (Ï) i (Ä) ìàþöü äàïóø÷àëüíûÿ ðàøýííi òà-
äû i òîëüêi òàäû, êàëi ìàå ðàøýííå ñiñòýìà íÿðî�óíàñöåé (1.3.29). Êàëi
(x∗, y∗) �åñöü ðàøýííå ñiñòýìû íÿðî�óíàñöåé (1.3.29), òî x∗ � àïòûìàëüíàå
ðàøýííå çàäà÷û (Ï), à y∗ � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (Ä).

Íà ïðûêëàäå ïàêàæàì, øòî áåç ïàòðàáàâàííÿ âûêàíàííÿ �óìîâû (1.3.27)
àñîáíûÿ àäíîñiíû äâîéíàñöi ìîãóöü íå âûêîíâàööà. Ðàçãëåäçiì ïàðó äâîé-
íûõ çàäà÷ ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ

x1 → min 0 x1 0
x1 x2 0
0 0 x1 + 1

 ≥SM3
+

0

i

−y33 → max
y12 + y21 + y33 = 1,

y22 = 0,
Y ≥SM3

+
0.

Ïðàìûìi äàïóø÷àëüíûìi ðàøýííÿìi ç'ÿ�óëÿþööà �óñå âåêòàðû x ∈ R3, äëÿ
ÿêiõ x1 = 0, x2 ≥ 0. Ìíîñòâà äâîéíûõ äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó óòâàðàþöü
ìàòðûöû íàñòóïíàãà âûãëÿäó  a 0 b

0 0 0
b 0 1

 ,
äçå a ≥ b2. Ìû áà÷ûì, øòî àïòûìàëüíàå çíà÷ýííå ïðàìîé ôóíêöûi ìýòû
ðî�óíà 0, à äâîéíàé � -1.

Ó çàêëþ÷ýííå òðýáà òàêñàìà çàçíà÷ûöü, øòî àñîáíûÿ äâîéíûÿ ñóàä-
íîñiíû ìîãóöü âûêîíâàööà i ïðû áîëüø ñëàáûõ äàïóø÷ýííÿõ, ÷ûì óìîâà
(1.3.27).

1.3.3 Ãåàìåòðû÷íàÿ iíòýðïðýòàöûÿ äâîéíàñöi

Áóäçåì ðàçãëÿäàöü ïàðó äâîéíûõ çàäà÷ ËÏ (1.3) i (1.3.23). Äàïóñöiì, øòî
çàäà÷à (1.3) ìàå àïòûìàëüíàå ðàøýííå x∗ ∈ P≤(A, b). Íÿõàé, I = {i1, . . . , ik}
�åñöü íóìàðû òûõ íÿðî�óíàñöåé, ÿêiÿ �ó êðîïöû x∗ âûêîíâàþööà ÿê ðî�óíàñöi.
Òàê ÿê x∗ � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (1.3), òî ç óìîâû AIx ≤ 0 ïàâiííà
âûíiêàöü, øòî cTx ≤ 0, áî iíàêø x∗+ εx ∈ P≤(A, b) i cT (x∗+ εx) > cTx∗ äëÿ
äàñòàòêîâà ìàëîãà ε > 0, øòî ñóïÿðý÷ûöü àïòûìàëüíàñöi êðîïêi x∗. Öÿïåð
ïà ëåìû 1.3.3 ìû ìàåì, øòî âåêòàð c ïàâiíåí íàëåæàöü êîíóñó cone(ATI ),
ïàðîäæàíàìó ðàäêàìi ïàäìàòðûöû AI , ã. çí., øòî

cT = λi1Ai1 + . . .+ λikAik (1.3.33)
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Ðèñ. 1.1: Ãåàìåòðû÷íàÿ iíòýðïðýòàöûÿ ËÏ-äâîéíàñöi

äëÿ íåéêiõ λi1 , . . . , λik ≥ 0 (ãë. ìàë. 1.3.3).
Òàäû

max{cTx : Ax ≤ b} = cTx∗ =
λi1bi1 + . . .+ λikbik ≥ min{bT y : AT y = c , y ≥ 0}, (1.3.34)

òàê ÿê âåêòàð y∗ ç êààðäûíàòàìi

y∗i =
{
λis , i = is , s = 1, . . . , k,

0 , i ∈ Nm \ I.

ç'ÿ�óëÿåööà äàïóø÷àëüíûì äëÿ çàäà÷û íà ìiíiìóì. ßê ìû áà÷ûëi ðàíåé,
ñïðàâÿäëiâà àäâàðîòíàÿ äà (1.3.34) íÿðî�óíàñöü

max{cTx : Ax ≤ b} ≤ min{bT y : AT y = c , y ≥ 0}.

Òàìó íÿðî�óíàñöü (1.3.34) âûêîíâàåööà ÿê ðî�óíàñöü i cTx∗ = bT y∗. Àäêóëü
âûíiêàå, øòî y∗ � àïòûìàëüíàå ðàøýííå äâîéíàé çàäà÷û. Âiäàâî÷íà òàê-
ñàìà, øòî äëÿ x∗ i y∗ âûêîíâàåööà �óìîâà äàïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi

y∗i (Aix∗ − bi) = 0, i = 1, . . . ,m.

Ó çàêëþ÷ýííå ãýòàãà ïàðàãðàôà ïðûâÿäçåì ÿø÷ý àäíó iíòýðïðýòàöûþ
òýàðýìû äâîéíàñöi. Ó ïðàñòîðû Rn ìàòýðûÿëüíàÿ êðîïêà ðóõàåööà ïàä
óçäçåÿííåì ïàñòàÿííàé ñiëû c. Äàïóñöiì, øòî ïåðøàïà÷àòêîâàå ñòàíîâiø÷à
ìàòýðûÿëüíàé êðîïêi x0 ∈ P≤(A, b), i �óñå ãðàíi P≤(A, b) ç'ÿ�óëÿþööà àáñà-
ëþòíà íÿïðóòêiìi. Ó ïàçiöûi x ∈ P≤(A, b) íà ìàòýðûÿëüíóþ êðîïêó äçåéíi-
÷àå ñiëà c i ñiëû ðýàêöûi òûõ ãðàíÿ�ó, íà ÿêiõ ëÿæûöü x. Íÿõàé I �åñöü ìíî-
ñòâà íóìàðî�ó òûõ íÿðî�óíàñöÿ�ó, ÿêiÿ �ó êðîïöû x∗ âûêîíâàþööà ÿê ðî�óíàñöi.
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Òàäû òîé ôàêò, øòî �ó êðîïöû x∗ ñiëû ðýàêöûi ãðàíÿ�ó óðà�óíàâàæâàþöü ñiëó
c, çàïiñâàåööà �óìîâàé (1.3.33). Òàêiì ÷ûíàì, ó äàäçåíàé iíòýðïðýòàöûi çà-
äà÷à (1.3) �åñöü çàäà÷à ïîøóêó ñòàíó ñïàêîþ ìàòýðûÿëüíàé êðîïêi, à çàäà÷à
(1.3.23) � ãýòà çàäà÷à ïîøóêó ñiëû ðýàêöûi ãðàíÿ�ó, ÿêàÿ �óðà�óíàâàæâàå ñiëó
c.

1.4 Ïðûíöûï ãðàíi÷íûõ ðàøýííÿ�ó

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû �óñòàíîâiì, øòî çàäà÷à ËÏ ç'ÿ�óëÿåööà êàìáiíàòîð-
íàé, ã. çí. øòî ÿå ìîæíà âûðàøûöü ïðîñòûì ïåðàáîðàì êîíöàé êîëüêàñöi
âàðûÿíòà�ó.

Òýàðýìà 1.4.1 Êàëi çàäà÷à ËÏ (1.3) ìàå ðàøýííå, òî iñíóå òàêîå ìíî-
ñòâà ðàäêî�ó I ⊆ Nm, øòî êîæíàå ðàøýííå ÑËÓ AIx = bI ç'ÿ�óëÿåööà
àïòûìàëüíàå ðàøýííåì çàäà÷û (1.3).

Äîêàç. Íÿõàé x(0) � íåéêàå äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (1.3). Ðà-
çàá'åì àáìåæàâàííi çàäà÷û (1.3) íà äâà ïàäìíîñòâû

Aix
(0) = bi , i ∈ I(x(0)), Aix

(0) < bi , i ∈ Nm \ I(x(0)),

äçå I(x) = {i ∈ Nm : Aix = bi} �åñöü ìíîñòâà àáìåæàâàííÿ�ó, ÿêiÿ �ó êðîïöû x
âûêîíâàþööà ÿê ðî�óíàñöi. Ïàêëàäçåì I = I(x(0)). Ðàçãëåäçiì ciñòýìó ëiíåé-
íûõ óðà�óíåííÿ�ó AIx = bI . Êàëi ëþáîå ÿå ðàøýííå ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì
ðàøýííåì çàäà÷û ËÏ (1.3), òî ïðûíöûï ãðàíi÷íûõ ðàøýííÿ�ó äàêàçàíû.
Iíàêø çíîéäçåööà ðàøýííå x ñiñòýìû AIx = bI , ÿêîå íå ç'ÿ�óëÿåööà àïòû-
ìàëüíûì ðàøýííåì çàäà÷û ËÏ (1.3). Ïàêàæàì ñïà÷àòêó, øòî cTx(0) = cTx.
Ðàçãëåäçiì ïðàìóþ, ÿêàÿ ïðàõîäçiöü ïðàç x(0) i x. ßíà çàäàåööà íàñòóïíûì
ïàðàìåòðû÷íûì óðà�óíåííåì x(t) = x(0) + t(x − x(0)), −∞ < t < ∞. Ïðû
äàñòàòêîâà ìàëûõ çíà÷ýííÿõ ïàðàìåòðà t, êðîïêà x(t) òàêñàìà áóäçå çàäà-
âàëüíÿöü óñiì àáìåæàâàííÿì çàäà÷û (1.3). Òàìó iñíóå òàêîå ε > 0, øòî äëÿ
�óñiõ t ∈ (−ε, ε) êðîïêà x(t) ç'ÿ�óëÿåööà äàïóø÷àëüíûì ðàøýííåì (1.3). Òàìó

cTx(t) = cTx(0) + t(cTx− cTx(0)) ≤ cTx(0), t ∈ (−ε, ε),

àäêóëü âûíiêàå, øòî ðîçíàñöü cTx−cTx(0) ïàâiííà áûöü ðî�óíàé íóëþ. Òàìó
cTx = cTx(0) i, ÿê âûíiê, ìàåì

cTx(t) = cTx(0), äëÿ �óñiõ t ∈ (−∞,∞).

Íÿõàé

t0 = min
{
bi −Ai(x(0))
Ai(x− x(0))

: i ∈ Nm \ I , Ai(x− x(0)) > 0
}
.

Íÿöÿæêà �óïý�óíiööà, øòî

• t0 ∈ [0, 1],
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• êðîïêà x(1) = x(t0) ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì ðàøýííåì çàäà÷û ËÏ
(1.3),

• I(x(0)) ⊂ I(x(1)).

Ïðàöÿãâàþ÷û äçåéíi÷àöü òàêiì ÷ûíàì, ìû ìîæàì ïàáóäàâàöü ïàñëÿ-
äî�óíàñöü àïòûìàëüíûõ ðàøýííÿ�ó x(0), x(1) . . . , x(k) çàäà÷û ËÏ (1.3), øòî

I(x(0)) ⊂ I(x(1)) ⊂ . . . ⊂ I(x(k)).

Çðàçóìåëà, øòî k ≤ m−1. Ïðû ãýòûì êîæíàå ðàøýííå ñiñòýìû �óðà�óíåííÿ�ó
AI(x(k)) = bI(x(k)) ïàâiííà áûöü àïòûìàëüíûì ðàøýííåì çàäà÷û ËÏ (1.3). 2

Ç òýàðýìû 1.4.1 âûíiêàå íàñòóïíû êîíöû ìåòàä ðàøýííÿ çàäà÷û ËÏ:

ðàçãëÿäàåì ïà ÷àðçå �óñå ïàäìíîñòâû ìíîñòâà ðàäêî�óNm, çíàõîä-
çiì ïà àäíàìó ðàøýííþ äëÿ êîæíàé ç âûðàøàëüíûõ ñiñòýì, à çà-
òûì ó êîíöûì ìíîñòâå àòðûìàíûõ ðàøýííÿ�ó ñÿðîä òûõ, ÿêiÿ çà-
äàâàëüíÿþöü óñiì àáìåæàâàííÿì çàäà÷û, âûáiðàåì òîå, íà ÿêiì
ôóíêöûÿ ìýòû ïðûìàå ìàêñiìàëüíàå çíà÷ýííå.

1.4.1 Áàçiñû i áàçiñíûÿ ðàøýííi

Àïiñàííå ìíîãiõ ìåòàäà�ó ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ (ñiìïëåêñ-ìåòàäà, ìåòà-
äà Êàðìàðêàðà, ìåòàäà áàð'åðà�ó i iíøûõ) çíà÷íà ñïðàø÷àåööà, êàëi çàäà÷à
ËÏ (1.3), öi (1.2) çàäàâàëüíÿå �óìîâå ïà�óíàòû ðàíãó:

• rankA = n äëÿ çàäà÷û (1.3);

• rankA = m äëÿ çàäà÷û (1.2).

Àíàëàãi÷íà òàìó, ÿê ìû �óñòàíàâiëi ýêâiâàëåíòíàñöü çàäà÷ ËÏ ó íàðìàëü-
íàé i ñòàíäàðòíàé ôîðìàõ, ìîæíà ïàêàçàöü, øòî ëþáóþ çàäà÷ó ËÏ øëÿõàì
ïàâåëi÷ýííÿ êîëüêàñöi íåâÿäîìûõ ìîæíà çâåñöi äà çàäà÷û íàñòóïíàãà âû-
ãëÿäó

max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0}. (1.4.35)

Êàëi çàïiñàöü (1.4.35) ó íàðìàëüíàé ôîðìå, òî, âiäàâî÷íà, ÿíà áóäçå çàäà-
âàëüíÿöü óìîâå ïà�óíàòû ðàíãó.

Íà ïðûêëàäçå çàäà÷û (1.3) ïàêàæàì, øòî �óìîâà ïà�óíàòû ðàíãó ìî-
æà áûöü âûêàíàíà ç äàïàìîãàé íåñêëàäàíàãà ïåðà�óòâàðýííÿ çûõîäíàé çà-
äà÷û áåç ïàâåëi÷ýííÿ êîëüêàñöi íåâÿäîìûõ. Ìåòàäàì Ãà�óñà, âûêàíà�óøû
O(max(n,m) min2(n,m)) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé, ìîæíà çíàéñöi ðàäêîâû
áàçiñ ìàòðûöû A, ã. çí. ïàäìàòðûöó AI , |I| = rankA, à òàêñàìà ëiíåéíûÿ
âûðàçû àñòàòíiõ ðàäêî�ó A ïðàç ðàäêi AI :

Ak =
∑
i∈I

λkiAi. (1.4.36)
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Àêðàìÿ òàãî, çà òûÿ æ O(max(n,m) min2(n,m)) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûi
ìîæíà ïðàâåðûöü öi âûðàæàåööà âåêòàð cT ôóíêöûi ìýòû �ó âûãëÿäçå ëi-
íåéíàé êàìáiíàöûi ðàäêî�ó ìàòðûöû AI :

cT =
∑
i∈I

λiAi. (1.4.37)

Êàëi âûðàç (1.4.37) àòðûìàöü íåìàã÷ûìà, òî çàäà÷à ËÏ (1.3) íå ìàå ðàøýí-
íÿ. Ñàïðà�óäû, ó ãýòûì âûïàäêó c 6∈ R(AT ). Òàìó c = u+ v, äçå u ∈ R(AT ),
v ∈ N (A), ïðû÷ûì v 6= 0. Êàëi çàäà÷à (1.3) ìàå äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå x0,
òî êðîïêà x(t) = x0 + tv � òàêñàìà äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå (1.3) äëÿ �óñiõ
t ∈ Rn. Òàê ÿê cTx(t) = cTx0 + tvT v, òî cTx(t)→∞, êàëi t→∞.

Äàïóñöiì öÿïåð, øòî âûðàç (1.4.37) çíîéäçåíû. Óâÿäçåì |I| íîâûõ íåâÿ-
äîìûõ

yi = Aix, i ∈ I, (1.4.38)

ç äàïàìîãàé ÿêiõ ïåðàïiøàì (1.3) ó íàñòóïíûì âûãëÿäçå:

cTx =
∑
i∈I

λiAix =
∑
i∈I

λiyi → max,

Aix = yi ≤ bi , i ∈ I, (1.4.39)

Akx =
∑
i∈I

λkiAix =
∑
i∈I

λkiyi ≤ bk , k ∈ Nm \ I.

Çàäà÷à ËÏ (1.4.39) àäíîñíà íåâÿäîìûõ y ýêâiâàëåíòíà çûõîäíàé çàäà÷û ËÏ
(1.3). Ñàïðà�óäû, òàê ÿê ðàäêi AI ëiíåéíà íåçàëåæíûÿ, òî ñiñòýìà ëiíåéíûõ
óðà�óíåííÿ�ó (1.4.38) âûðàøàëüíà äëÿ ëþáîãà âåêòàðà y. Iíøûìi ñëîâàìi,
ïà ëþáîìó ðàøýííþ y çàäà÷û (1.4.39) ìîæíà çíàéñöi (íåàäíàçíà÷íà ïðû
|I| < n) ðàøýííå çûõîäíàé çàäà÷û. Çàäà÷à (1.4.39) ìàå n′ = |I| = rankA ≤ n
íåâÿäîìûõ i m àáìåæàâàííÿ�ó, n′ ç ÿêiõ ìàþöü ïðàñöåéøû âûãëÿä yi ≤ bi,
i ∈ I. Òàìó �óìîâà ïà�óíàòû ðàíãó äëÿ çàäà÷û (1.4.39) âûêîíâàåööà.

Öÿïåð áóäçåì ëi÷ûöü, øòî çàäà÷à ËÏ (1.3) çàäàâàëüíÿå �óìîâå ïà�óíàòû
ðàíãó. Ïàäìíîñòâà ðàäêî�ó I ⊆ Nm, |I| = n, íàçûâàåööà áàçicíûì, êàëi
rankAI = n. Ó ãýòûì âûïàäêó ìàòðûöà AI íàçûâàåööà áàçiñíàé, ñiñòý-
ìà ëiíåéíûõ óðà�óíåííÿ�ó AIx = bI ìàå àäçiíàå ðàøýííå x = A−1

I bI , ÿêîå
íàçûâàåööà áàçiñíûì ðàøýííåì çàäà÷û ËÏ (1.3). Êàëi x çàäàâàëíÿå �óñiì
çàñòà�óøûìñÿ íÿðî�óíàñöÿì ANm\I ≤ bNm\I çàäà÷û (1.3), òî òàêîå ðàøýííå
íàçûâàåööà äàïóø÷àëüíûì áàçiñíûì ðàøýííåì (äáð), à ìíîñòâà I íàçûâà-
åööà äàïóø÷àëüíûì áàçiñíûì ìíîñòâàì (äáì). Çàçíà÷ûì òîëüêi, øòî äáð
� ãýòà íå øòî iíøàå ÿê âÿðøûíÿ ïàëiýäðà P≤(A, b) = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}.

Ïðûêëàä 1.4.1 Ðàçãëåäçiì çàäà÷ó ËÏ ç n = 3 íåâÿäîìûìi i m = 7 àáìå-
æàâàííÿìi

−x1 ≤ 0, H1

− x2 ≤ 0, H2

− x3 ≤ 0, H3

x1 + x2 + x3 ≤ 4, H4

2x1 ≤ 5, H5

3x2 ≤ 7. H6
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Ðèñ. 1.2: Âÿðøûíi i áàçiñíûÿ ðàøýííi

Àáìåæàâàííi çàäà÷û ïàêàçàíû íà ìàë. 1.2. Áàçiñíûÿ ðàøýííi çàäà÷û
ïðàäñòà�óëåíû òëóñòûìi êðîïêàìi, à äáð �ó äàäàòàê àáâåäçåíû êðóæêàìi. 2

Äáð (öi âÿðøûíÿ) x íàçûâàåööà âûðàäæàíàé, êàëi ÿìó àäïàâÿäàþöü
äâà ðîçíûõ áàçiñíûõ ìíîñòâû I1 i I2, ã. çí. øòî AI1x = bI1 , AI2x = bI2 ,
|I1| = |I2| = n, I1 6= I2. Ãåàìåòðû÷íà ãýòà àçíà÷àå, øòî âÿðøûíÿ x ëÿæûöü
íà áîëüø ÷ûì n ôàñåòàõ ïàëiýäðà P≤(A, b). Íàïðûêëàä, ó øìàòãðàííiêà
íà ìàë. 2 âÿðøûíÿ (2, 2, 0) ç'ÿ�óëÿåööà âûðàäæàíàé. Ó äàëåéøûì ïàëiýäð
P≤(A, b), ÿêi ìàå âûðàäæàíûÿ âÿðøûíi, íàçûâàåööà âûðàäæàíûì. Òàêñàìà
íàçûâàþööà âûðàäæàíûìi çàäà÷û ËÏ, ÿêiÿ ìàþöü âûðàäæàíûÿ äáð.

1.4.2 ßê ïà äàïóø÷àëüíàìó ðàøýííþ çàäà÷û ËÏ ïà-
áóäàâàöü äàïóø÷àëüíàå áàçiñíàå ðàøýííå

Áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó ËÏ (1.3), äëÿ ÿêîé âûêîíâàåööà �óìîâà ïà�óíàòû
ðàíãó, rankA = n. Íÿõàé x �åñöü äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (1.3). Ó
ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ïàêàæàì, ÿê, ïà÷ûíàþ÷û ç x, ïàáóäàâàöü äáð x çàäà÷û
(1.3), òàêîå, øòî cTx ≥ cTx. Iäýÿ ìåòàäà òîëüêi �ó äýòàëÿõ àäðîçíiâàåööà àä
òîé, ÿê ìû äàêàçâàëi ïðûíöûï ãðàíi÷íûõ ðàøýííÿ�ó. Äýòàë�åâàå àïiñàííå
àëãàðûòìà (ïðàöýäóðà convert_to_basis) ïðûâåäçåíà íà ìàë. 1.3.

Ðàçãëåäçiì, øòî àäáûâàåööà íà àäíîé iòýðàöûi àëãàðûòìà. Íÿõàé I =
I(x) �åñöü ìíîñòâà àáìåæàâàííÿ�ó çàäà÷û, ÿêiÿ �ó êðîïöû x âûêîíâàþööà ÿê
ðî�óíàñöi. Êàëi rankAI = n, òî x ç'ÿ�óëÿåööà äáð. Iíàêø, çíàõîäçiì ïðàåêöûþ
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y = pr(c,N (AI)) âåêòàðà c íà íóëü ïðàñòîðó ìàòðûöû N (AI). Ðàçãëåäçiì
àñîáíà äâà âûïàäêi: 1) y 6= 0; 2) y = 0.

1) Íÿõàé

λ = min
i∈Nm\I :Aiy>0

bi −Aix
Aiy

(1.4.40)

i x(1) = x + λy. Òàê ÿê cT y > 0, òî cTx(1) > cTx. Ó âûïàäêó, êàëi λ = ∞,
òî çàäà÷à ËÏ (1.3) íå ìàå ðàøýííÿ, òàê ÿê ôóíêöûÿ ìýòû íå àáìåæàâàíà.
Êàëi æ λ < ∞, òî òàäû I(x) ç'ÿ�óëÿåööà àñàáiñòûì ïàäìíîñòâàì ìíîñòâà
I(x(1)).

2) Êàëi y = 0, òî âåêòàð c àðòàãàíàëüíû ëiíåéíàé ïàäïðàñòîðû N (AI).
Òàê ÿê rankAI < n i rankA = n, òî iñíóå ðàäîê Ai ìàòðûöû A, ÿêi íå
íàëåæûöü R(ATI ). Íÿõàé y = pr(Ai,N (AI)). Çàçíà÷ûì, øòî Aiy > 0. Âû-
ëi÷ûì λ ïà ôîðìóëå (1.4.40) (öÿïåð àáàâÿçêîâà λ <∞) i ðàçãëåäçiì âåêòàð
x(1) = x+ λy. Ñà ñêàçàíàãà âûøýé ìàåì, øòî cTx = cTx1 i I(x) ⊂ I(x(1)).

Ó àáîäâóõ âûïàäêàõ, êàëi íå áûëà �óñòàíî�óëåíà íåâûðàøàëüíàñöü çàäà÷û
ËÏ, ïàñëÿ çàêàí÷ýííÿ iòýðàöûi ìåòàä áóäóå íîâàå äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå
x(1), òàêîå, øòî cTx ≤ cTx(1) i I(x) ⊂ I(x(1)). Ïàñëÿ ãýòàãà x çàìÿíÿåööà íà
x(1) i iòýðàöûÿ ïà�óòàðàåööà. Ó ðýçóëüòàöå àëãàðûòì áóäóå ïàñëÿäî�óíàñöü
äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó

x = x(0), x(1), . . . , x(k),

ÿêàÿ çàäàâàëüíÿå íàñòóïíûì ñâîéñòâàì:

cTx(i) ≥ cTx(i−1), I(x(i−1)) ⊂ I(x(i)) i = 1, . . . , k.

Çðàçóìåëà, øòî êîëüêàñöü k iòýðàöûé ìåòàäà íå ïåðà�óçûõîäiöü m. Äàìiíó-
þ÷àé àïåðàöûÿé íà êîæíàé iòýðàöûi ç'ÿ�óëÿåööà âûëi÷ýííå ìàòðûöû ïðàåê-
òàâàííÿ PN (AI) íà ëiíåéíóþ ïàäïðàñòîðó N (AI). Íÿõàé ðàäêi ïàäìàòðûöû
AI′ , äçå I ′ ⊆ I, óòâàðàþöü áàçiñ ëiíåéíàé ïàäïðàñòîðû R(ATI ). Òàäû

PN (AI) = I −ATI′(AI′ATI′)−1AI′

i PN (AI) ìîæíà âûëi÷ûöü çà ÷àñO(n2|I|). Êàëi æ âûëi÷âàöü ìàòðûöó PN (AI),
ïåðàëi÷âàþ÷û ìàòðûöó PN (AI), äçå I ⊂ I, òî ãýòà ìîæíà çðàáiöü çà ÷àñ
O(n2|I \I|) (ãë. ïàðàãðàô Ó.2.1). Òàìó ñóìàðíû ÷àñ, ïàòðýáíû êàá âûëi÷ûöü
óñå ìàòðûöû ïðàåêòàâàííÿ, íå ïåðà�óçûõîäçiöü O(n2m). Òàê ÿê óñå àñòàòíiÿ
àïåðàöûi ìåòàäà òàêñàìà ìîæíà âûêàíàöü çà ÷àñ O(n2m), òî ñêëàäàíàñöü
óñÿãî ìåòàäà O(n2m).

Àáãðóíòî�óâàþ÷û êàðýêòíàñöü ïðàöýäóðû convert_to_basis ìû äàêàçàëi
ñïðàâÿäëiâàñöü íàñòóïíàé òýàðýìû, ÿêàÿ ç'ÿ�óëÿåööà �óäàêëàäíåííåì ïðûí-
öûïà ãðàíi÷íûõ ðàøýííÿ�ó äëÿ çàäà÷ ËÏ, ÿêiÿ çàäàâàëüíÿþöü óìîâå ïà�óíàòû
ðàíãó.

Òýàðýìà 1.4.2 Êàëi çàäà÷à ËÏ (1.3), ÿêàÿ çàäàâàëüíÿå �óìîâå ïà�óíàòû
ðàíãó, ìàå ðàøýííå, òî ÿíà ìàå àïòûìàëüíàå ðàøýííå, ÿêîå ç'ÿ�óëÿåööà
áàçiñíûì.
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convert_to_basis(c, A, b, x)
{
for ( ; rankAI(x) 6= n; ) {
if (c 6∈ R(ATI(§))) a := c; else {
Âûáðàöü ðàäîê Ai, òàêi, øòî Ai 6∈ R(ATI(§));
a := Ai;

}
y := pr(a,N (AI(§)));
λ := min{(bi −Aix)/(Aiy) : i ∈ Nm , Aiy > 0};
if (λ =∞) return; // çàäà÷à ËÏ íå ìàå ðàøýííÿ
x := x+ λy;

}
}

Ðèñ. 1.3: Ïðàöýäóðà convert_to_basis

Ïðûêëàä 1.4.2 Ðàçãëåäçiì çàäà÷ó ËÏ

x1 + 2x2 + 3x3 → max
ïðû àáìåæàâàííÿõ (20)

Òðîõãðàííiê P àáìåæàâàííÿ�ó çàäà÷û ïðàäñòà�óëåíû íà ìàë. 2. Ïà÷ûíàþ÷û
ç äàïóø÷àëüíàãà ðàøýííÿ x(0) = (1, 1, 2)T , òðýáà çíàéñöi òàêîå äáð x, øòî
cTx ≥ cTx(0).

Òàê ÿê I(0) = I(x(0)) = {1}, AI(0) = (1 1 1) i rankAI(0) < 3, âûëi÷âàåì
ïðàåêöûþ y = pr(c,N (AI(′))) ïà ôîðìóëå y = (I−AT

I(0)
(AI(0)ATI(0))

−1AI(0))c.
Ïàêîëüêi AI(0)A

T
I(0)

= (3) i AI(0)c = 6, òî

y =

 1
2
3

− 6
3

 1
1
1

 =

 −1
0
1

 .

Âûëi÷âàåì

λ =
b3 −A3x

(0)

A3y
= 1

i x(1) = x(0) + y = (0, 1, 3)T .
Òàê ÿê I(1) = I(x(1)) = {1, 3, 5},

AI(1) =

 1 1 1
0 0 1
−1 0 0


i rankAI(1) = 3, òî x(1) � âÿðøûíÿ P . 2
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1.4.3 Äâîéíûÿ çìåííûÿ i öåíÿâûÿ öýíû

Ïðàäïðûåìñòâà ïëàíóå âûðàáëÿöü n âiäà�ó ïðàäóêöûi, âûêàðûñòî�óâàþ÷ûm
âiäà�ó ðýñóðñà�ó: äëÿ âûòâîð÷àñöi àäçiíêi j-ãà ïðàäóêòà ïàòðýáíà aij àäçiíàê
i-ãà ðýñóðñà. Êîøò àäçiíêi j-ãà ïðàäóêòà cj , à bi � íàÿ�óíû àá'�åì i-ãà ðýñóðñà.
Òðýáà çíàéñöi âûòâîð÷û ïëàí, ÿêi ãàðàíòóå ìàêñiìàëüíû ïðûáûòàê. Êàëi
àáàçíà÷ûì ïðàç xj àá'�åì âûïóñêà ïðàäóêöûi j-ãà âiäó (j = 1, . . . , n), òî
çàäà÷ó ïîøóêó àïòûìàëüíàãà âûòâîð÷àãà ïëàíó ìîæíà ñôàðìóëÿâàöü ÿê
íàñòóïíóþ çàäà÷ó ËÏ

n∑
j=1

cjxj → max

n∑
j=1

aij ≤ bi, i = 1, . . . ,m,

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n,

öi �ó ìàòðû÷íûì âûãëÿäçå

z(b) def= max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0}. (1.4.41)

Íÿõàé x∗ � àïòûìàëüíàå äáð çàäà÷û (1.4.41), à y∗ � àïòûìàëüíàå ðàø-
ýííå äâîéíàé çàäà÷û. Äëÿ ïðàñòàòû áóäçåì ëi÷ûöü, øòî x∗ � íÿâûðàäæà-
íàå äáð. Òàäû ìíîñòâà I(x∗) àáìåæàâàííÿ�ó, ÿêiÿ �ó êðîïöû x∗ âûêîíâàþööà
ÿê ðî�óíàñöi, ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì áàçiñíûì ìíîñòâàì. Öÿïåð äàïóñöiì,
øòî âåêòàð ðýñóðñà�ó b ìÿíÿåööà íà b = b + ∆b, äçå ∆b ∈ Rm. Ðàçãëåäçiì
çàäà÷ó ËÏ

max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0} (1.4.42)

i íÿõàé x̃∗ � ÿå àïòûìàëüíàå ðàøýííå. Êàëi ε > 0 äàñòàòêîâà ìàëû ëiê i
‖∆b‖ ≤ ε, òî I(x̃∗) = I(x∗) (äàêàæûöå ãýòà). Òàê ÿê y∗ çàñòàåööà äàïóø÷àëü-
íûì ðàøýííåì äâîéíàé äà (1.4.42) çàäà÷û ËÏ (ÿå àáìåæàâàííi íå çàëåæàöü
àä b), òî äëÿ ïàðû (x̃∗, y∗) âûêîíâàåööà �óìîâà äàïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi
(ãýòà âûíiêàå ç òàãî, øòî ÿíà âûêîíâàåööà äëÿ ïàðû (x∗, y∗)). Öÿïåð ìû
ìîæàì âûëi÷ûöü

∂z(b)
∂bi

= lim
ε→0

z(b+ ε ei)− z(b)
ε

= lim
ε→0

(b+ ε ei)T y∗ − bT y∗

ε
= y∗i .

Ýêàíàìi÷íû ñýíñ äâîéíûõ çìåííûõ âûíiêàå ç ïðûáëiçíàé ðî�óíàñöi z(b+
ε ei) ≈ y∗i ε, ÿêàÿ àçíà÷àå, øòî íà êîæíóþ äàäàòêîâóþ àäçiíêó ðýñóðñà i
ïðàäïðûåìñòâà àòðûìàå ïðûáûòàê ðî�óíû y∗i . Òàìó àïòûìàëüíûÿ äâîéíûÿ
çìåííûÿ y∗i íàçûâàþööà öåíÿâûìi öýíàìi. Êàëi öåíÿâàÿ öàíà y∗i áîëüøàÿ
çà öàíó ðýñóðñà i íà ðûíêó, òî ïðàäïðûåìñòâó äëÿ ïàâåëi÷ýííÿ ïðûáûò-
êó ìýòàçãîäíà çàêóïiöü äàäàòêîâóþ êîëüêàñöü i-ãà ðýñóðñà. Ç óìîâû äà-
ïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi y∗i (bi − Aix∗) = 0 âûíiêàå, øòî öåíÿâàÿ öàíà íÿ-
ïî�óíàñöþ âûêàðûñòàíàãà ðýñóðñà (Aix∗ < bi) ðî�óíà íóëþ.



1.5. Ìåðà íåñóìåñíàñöI çàäà÷ ËÏ 47

1.5 Ìåðà íåñóìåñíàñöi çàäà÷ ËÏ ç öýëûìi êà-

ýôiöûåíòàìi

Áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó ËÏ ó íàðìàëüíàé ôîðìå

max{cTx : Ax ≤ b}, (1.5.43)

êàëi c ∈ Zn, A ∈Mm,n(Z), b ∈ Zm, n ≤ m.
Äëÿ öýëàëiêàâàé ìàòðûöû B ïðàç ∆(B) áóäçåì àáàçíà÷àöü àáñàëþòíóþ

âÿëi÷ûíþ ÿå ìàêñiìàëüíàãà ìiíîðà, ã. çí.

∆(B) def= max{|det(BJI )| : |I| = |J |}.

Òýàðýìà 1.5.1 Êàëi çàäà÷à ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ (1.5.43) ìàå ðàøýííå,
òî ÿíà ìàå ðàöûÿíàëüíàå àïòûìàëüíàå ðàøýííå x∗ �ó øàðû B(0, R), äçå

R
def=
√
n∆([A, b]), (1.5.44)

ïðû÷ûì cTx∗ ç'ÿ�óëÿåööà ðàöûÿíàëüíûì ëiêàì t
s , äçå t, s � öýëûÿ i

0 < s ≤ ∆(A). (1.5.45)

Äîêàç. Ïà ïðûíöûïó ãðàíi÷íûõ ðàøýííÿ�ó ìîæíà ëi÷ûöü, øòî x∗ ç'ÿ�óëÿåööà
ðàøýííåì íåéêàé ïàäñiñòýìû ëiíåéíûõ óðà�óíåííÿ�ó AIx∗ = bI . Ïà ïðàâiëó
Êðàìåðà icíóå òàêîå ðàøýííå ãýòàé ñiñòýìû, êîæíàÿ íåíóëÿâàÿ êàìïàíåíòà
ÿêîãà âûëi÷âàåööà ïà ïðàâiëó x∗j = detB(j)/detB, äçå B(j) � íåéêàÿ êâàä-
ðàòíàÿ ïàäìàòðûöà ìàòðûöû [AI , bI ], à B � íÿâûðàäæàíàÿ êâàäðàòíàÿ
ïàäìàòðûöà ìàòðûöû AI . Ïàêîëüêi |detB| ≤ ∆(A), òî (1.5.45) âûêîíâàåö-
öà. Äàëåé ç íÿðî�óíàñöi

|x∗j | ≤ | detB(j)| ≤ ∆([A, b])

àäðàçó âûíiêàå, øòî ‖x∗‖ ≤
√
n∆([A, b]). 2

Íÿõàé ε > 0. Âåêòàð x̃ íàçûâàåööà ε-ïðûáëiçíûì ðàøýííåì ÑËÍ Ax ≤ b,
êàëi eí ïàðóøàå êîæíóþ íÿðî�óíàñöü íå áîëüø ÷ûì íà ε, ã. çí., êàëi âûêîí-
âàþööà íÿðî�óíàñöi:

Aix̃ ≤ bi + ε , i = 1, . . . ,m. (1.5.46)

Òýàðýìà 1.5.2 Êàëi ÑËÍ Ax ≤ b ìàå ε1-ïðûáëiçíàå ðàøýííå, äçå

ε1 =
1

(n+ 2)∆(A))
, (1.5.47)

òî ÿíà ç'ÿ�óëÿåööà ñóìåñíàé i ìàå äàêëàäíàå ðàøýííå x∗.
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re�ne(m,n,A, b, x̃, x)
{
for (; ; ) {

I := I(x̃, ε1) def= {i ∈ Nm : |Aix̃− bi| ≤ ε1} ;
çíàõîäçiì ðàøýííå x ñiñòýìû �óðà�óíåííÿ�ó AIx = bI ;
I>(x) := {i ∈ Nm \ I : Aix > bi};
if (I>(x) = ∅) return x;
τ := min{(bi −Aix̃)/(Aix−Aix̃) : i ∈ I>(x)};
x̃ := (1− τ)x̃+ τx;

}
}

Ðèñ. 1.4: Ïðàöýäóðà re�ne.

Äîêàç. Äàïóñöiì, øòî ÑËÍ (1.5.46) íåñóìåñíà. Ðàçãëåäçiì çàäà÷ó ëiíåé-
íàãà ïðàãðàìàâàííÿ

max{−ε : Ax ≤ b+ ε e}.

ßíà ìàå àïòûìàëüíàå ðàøýííå (x∗, ε∗). Ëiê ε∗ íàçûâàåööà ìåðàé íåñóìåñíà-
ñöi ÑËÍ. Çðàçóìåëà, øòî ε∗ > 0. Ç (1.5.45) ìàåì ε∗ = t

s ≥
1
s ≥

1
∆([A,− e]) . Ïà

ïðàâiëó ðàñêëàäó äýòýðìiíàíòà ïà ñëóïêó ç óëiêàì òàãî, øòî êîæíàÿ êâàä-
ðàòíàÿ ïàäìàòðûöà ìàòðûöû [A,−e] ìàå íå áîëüø ÷ûì n + 1 ðàäîê, ìàåì
∆([A,− e]) ≤ (n+ 1)∆(A). Àäêóëü âûíiêàå, øòî ε∗ > ε1. À ãýòà ñóïÿðý÷ûöü
àçíà÷ýííþ ε∗. 2

Çà�óâàãà 1.5.1 Ïàêîëüêi ÑËÓ Ax = b ìîæà áûöü çàïiñàíà ÿê ÑËÍ Ax ≤ b,
−Ax ≤ −b, òî ç iñíàâàííÿ ε1-ïðûáëiçíàãà ðàøýííÿ x0 ÑËÓ, ã.çí.

|Aix− bi| ≤ ε1, i = 1, . . . ,m,

âûíiêàå iñíàâàííå ÿå äàêëàäíàãà ðàøýííÿ.

Òýàðýìà 1.5.3 Ïðàöýäóðà re�ne, ïðûâåäçåíàÿ íà ìàë. 1.4, ïåðà�óòâàðàå ε1-
ïðûáëiçíàå ðàøýííå x̃ ÑËÍ Ax ≤ b ó äàêëàäíàå ðàøýííå x çà ÷àñ O(n2m).

Äîêàç. Ç àïiñàííÿ àëãàðûòìà áà÷íà, øòî I eñöü ìíîñòâà òûõ íÿðî�óíàñöåé,
ÿêiÿ �ó êðîïöû x̃ âûêîíâàþööà "àìàëü ÿê ðî�óíàñöi". Òàìó ñiñòýìà AIx = bI
ìàå äàêëàäíàå ðàøýííå x (ãë. çà�óâàãó 1.5.1). Êàëi x áóäçå çàäàâàëüíÿöü
i çàñòà�óøûìñÿ íÿðî�óíàñöÿì i ∈ Nm \ I,òî x � äàêëàäíàå ðàøýííå ñiñò-
ýìû Ax ≤ b. Ó àäâàðîòíûì âûïàäêó ðàçãëåäçiì àäðýçàê [x̃, x] = {x(t) =
(1− t)x̃+ tx : 0 ≤ t ≤ 1}, ÿêi çëó÷àå äçâå âÿäîìûÿ íàì êðîïêi x̃ i x (ãë. ìàë.
1.5). Äëÿ ëþáîé êðîïêi x(t) ãýòàãà àäðýçêà ìàåì

|Aix(t)− bi| ≤ ε1 äëÿ i ∈ I i Aix(t) ≤ bi äëÿ i ∈ Nm \ (I ∪ I>(x)).
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Ðèñ. 1.5: Iëþñòðàöûÿ äà äîêàçó òýàðýìû 1.5.3

Òàêiì ÷ûíàì, íà àäðýçêó [x̃, x] áóäóöü âûêîíâàööà �óñå íÿðî�óíàñöi, àêðà-
ìÿ I>(x), ïðû÷ûì íÿðî�óíàñöi I âûêîíâàþööà "àìàëü ÿê ðî�óíàñöi". Äëÿ
íÿðî�óíàñöi i ∈ I>(x) ìàåì

Aix(t)− bi = Aix̃+ t(Aix−Aix̃) ≤ bi.

Àäêóëü t ≤ (bi −Aix̃)/(Aix−Aix̃). Òàìó êàëi ëiê τ âûáðàíà òàê, ÿê �ó àëãà-
ðûòìå, òî �ó êðîïöû x(τ) áóäóöü âûêîíâàööà �óñå íÿðî�óíàñöi ç I>(x). Áîëüø
òàãî, íÿðî�óíàñöü j ∈ I>(x), íà ÿêîé äàñÿãàåööà çíà÷ýííå τ , ïåðàòâîðûööà �ó
ðî�óíàñöü i íà íàñòóïíàé iòýðàöûi äàáàâiööà äà ìíîñòâà íÿðî�óíàñöåé I, ÿêiÿ
âûêîíâàþööà "àìàëü ÿê ðî�óíàñöi".

Íÿõàé k eñöü êîëüêàñöü iòýðàöûé àëãàðûòìà, x̃(j), x(j), I(j) � âåêòàðû
x̃, x i ìíîñòâà I íà ïà÷àòêó iòýðàöûi j. Ìû äàêàçàëi ñïðàâÿäëiâàñöü óêëþ-
÷ýííÿ�ó

I(1) ⊂ I(2) ⊂ . . . ⊂ I(k) .

Òàìó k ≤ m. Ïàêîëüêi íàéáîëüø ïðàöà¼ìêàé ÷àñòêàé àëãàðûòìà ç'ÿ�óëÿåööà
ðàøýííå ñiñòýì ëiíåéíûõ óðà�óíåííÿ�ó

AI(1)x = bI(1) , AI(2)x = bI(2) , . . . , AI(k)x = bI(k)

ç óêëàäçåíûìi àäíî �ó äðóãîå ìíîñòâàìi ðàäêî�ó, òî àãóëüíàÿ êîëüêàñöü
àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé àëãàðûòìà àáìåæàâàíà ïà ïàðàäêó âåëi÷ûí�åé
n2m. 2
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Ëåìà 1.5.1 Íÿõàé ε ≤ ε1, x̃ � ε-ïðûáëiçíàå ðàøýííå ÑËÓ Ax = b, c ∈
Rn. Òàäû ñiñòýìà ìàå òàêîå äàêëàäíàå ðàøýííå x, äëÿ ÿêîãî âûêîíâàåööà
íÿðî�óíàñöü

|Tx− T x̃| ≤ εn∆([c, A]). (1.5.48)

Äîêàç. Ìíîñòâà ðàøýííÿ�ó ñiñòýìû Ax = b �åñöü àôiííàÿ ïàäïðàñòîðà
x0 +N (A), äçå Ax0 = b. Êàëi iñíóå y ∈ N (A) òàêi, øòî cy 6= 0, òî âåêòàð

x = x0 +
cT (x̃− x0)

cT y
y

òàêñàìà ç'ÿ�óëÿåööà ðàøýííåì ñiñòýìû Ax = b i cTx = cT x̃. Òàìó �ó ãýòûì
âûïàäêó (1.5.48) âûêîíâàåööà.

Ó âûïàäêó, êàëi cy = 0 äëÿ �óñiõ y ∈ N (A), ïàêëàäçåì x = x0. Òàê ÿê
âåêòàð c íàëåæûöü ëiíåéíàé ïðàñòîðû R(AT ), òî

cT =
m∑
i=1

λiAi.

Àäêóëü

cTx =
m∑
i=1

λiAixi i cT x̃ =
m∑
i=1

λiAix̃i.

Àäûìåì àä ïåðøàé ðî�óíàñöi äðóãóþ

cTx− cT x̃ =
m∑
i=1

λiAixi −
m∑
i=1

λiAix̃i =
m∑
i=1

λi(bi −Aix̃i)

Ïà òýàðýìå 1.5.43 ìàåì, øòî |λi| ≤ ∆([c, A]). Ìîæíà ëi÷ûöü òàêñàìà, øòî
êîëüêàñöü íåíóëÿâûõ êàìïàíåíò âåêòàðà λ íå áîëüøàÿ çà n. Àäêóëü âûíiêàå

|cTx− cT x̃| ≤
m∑
i=1

|λi||bi −Aix̃i| ≤ εn∆([c, A]).

2

Çà�óâàãà 1.5.2 ßê ãýòà âûíiêàå ç äîêàçó ëåìû 1.5.1, êðîïêó x ìîæíà çíàé-
ñöi íàñòóïíûì ÷ûíàì. Ðàøàåì ÑËÓ Ax = b. Êàëi ÿå ðàøýííå x çàäàâàëü-
íÿå (1.5.48), òî íà ãýòûì çàêàí÷âàåì. Iíàêø, ó ÿêàñöi x áÿðýì ðàøýííå
ÑËÓ Ax = b, cTx = cT x̃.

Ðàçãëåäçiì öÿïåð çàäà÷ó ËÏ (1.5.43). Àçíà÷ûì ÿå ε-àïòûìàëüíàå ðà-
øýííå x̃ ÿê ε-ïðûáëiçíàå ðàøýííå ÑËÍ Ax ≤ b, äëÿ ÿêîãà âûêîíâàåööà
íÿðî�óíàñöü

cT x̃ ≥ cTx∗ − ε , (1.5.49)

äçå x∗ � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û ËÏ (1.5.43).
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Òýàðýìà 1.5.4 Êàëi çàäà÷à ËÏ (1.5.43) ìàå ε2-àïòûìàëüíàå ðàøýííå x̃,
äçå

ε2 =
1

2n∆3([c, A])
, (1.5.50)

òî ÿíà ìàå (äàêëàäíàå) àïòûìàëüíàå ðàøýííå x, ÿêîå ìîæíà çíàéñöi ïðà-
öýäóðàé re�ne, âûêàíà�óøû O(n2m) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé.

Äîêàç. Áóäçåì ëi÷ûöü, øòî �ó ïðàöýäóðû re�ne íà êîæíàé iòýðàöûi øó-
êàåööà ðàøýííå x ñiñòýìû AIx = bI , ÿêîå çàäàâàëüíÿå �óìîâå (1.5.48) ïðû
ε = ε2 (ãë. çà�óâàãó 1.5.2). Ïðàç íå áîëåé ÷ûì n iòýðàöûé, âûêàíà�óøû òûÿ
æ O(n2m) àïåðàöûé, áóäçå àòðûìàíà äàêëàäíàå ðàøýííå x ÑËÍ Ax ≤ b,
äëÿ ÿêîãà ç (1.5.48) áóäçå âûíiêàöü

cTx∗ ≥ cTx ≥ cT x̃− ε2n∆([c, A])

= cT x̃− 1
2∆2([c, A])

> cTx∗ − 1
∆2([c, A])

,

i òàìó

cTx∗ − cTx < 1
∆2([c, A])

. (1.5.51)

Òóò x∗ � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (1.5.43). Çà�óâàæûì, øòî cTx∗ i cTx
ç'ÿ�óëÿþööà ðàöûÿíàëüíûìi ëiêàìi t

s i p
q ç íàçî�óíiêàìi 1 ≤ s, q ≤ ∆(A), i

êàëi ÿíû àäðîçíiâàþööà, òî

cTx∗ − cTx =
tq − ps
sq

≥ 1
sq
≥ 1

∆2([c, A])
,

øòî ñóïÿðý÷ûöü (1.5.51). Òàìó ïðàöýäóðà re�ne âÿðòàå âåêòàð x, ÿêi ç'ÿ�óëÿåööà
àïòûìàëüíûì ðàøýííåì çàäà÷û ËÏ. 2

Íàñòóïíàÿ òýàðýìà ç'ÿ�óëÿåööà �óäàêëàäíåííåì òýàðýìû 1.5.4 íà âûïà-
äàê, êàëi ïðûáëiçíàå ðàøýííå çàäà÷û ËÏ ç'ÿ�óëÿåööà äàïóø÷àëüíûì (çàäà-
âàëüíÿå �óñiì àáìåæàâàííÿì çàäà÷û). Ç òàêîé ñiòóàöûÿé ìû áóäçåì ñóñòðà-
êàööà ïðû ðàçãëÿäçå ìåòàäà�ó óíóòðàíàé êðîïêi.

Òýàðýìà 1.5.5 Íÿõàé rankA = n, ε < 1
∆2(A) i x̃ �åñöü äàïóø÷àëüíàå ε-àï-

òûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û ËÏ (1.5.43). Òàäû àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà-
÷û (1.5.43) ìîæíà çíàéñöi çà ÷àñ O(n2m) ïðàöýäóðàé convert_to_basis (ãë.
ìàë. 1.3).

Äîêàç. Çà ÷àñ O(n2m) ïðàöýäóðà convert_to_basis, ïà÷ûíàþ÷û ç êðîïêi
x̃, áóäóå äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå x0 çàäà÷û (1.5.43), òàêîå, øòî cTx0 ≥ cT x̃.
Íÿõàé x∗ � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (1.5.43). Òàê ÿê x̃ �åñöü ÿå ε-
ïðûáëiçíàå ðàøýííå, òî

cTx∗ − cTx0 ≤ cTx∗ − cT x̃ ≤ ε < 1
∆2(A)

. (1.5.52)
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Äàïóñöiì, øòî cTx∗ 6= cTx0. Ïà òýàðýìå 1.5.1 ìîæàì ëi÷ûöü, øòî cTx∗ = t
s ,

à cTx0 = p
q , äçå t, s, p, q � öýëûÿ ëiêi i 1 ≤ s, q ≤ ∆(A). Öÿïåð àòðûìëiâàåì

íÿðî�óíàñöü

cTx∗ − cTx0 =
t

s
− p

q
=
tq − ps
sq

≥ 1
sq
≥ 1

∆2(A)
.

Òàê ÿê àòðûìàíàÿ íÿðî�óíàñöü ñóïÿðý÷ûöü íÿðî�óíàñöi (1.5.52), òî äàïóø÷-
ýííå àá òûì, øòî cTx∗ 6= cTx0, áûëî íå ñïðàâÿäëiâûì. 2

1.6 Ïðàêòûêàâàííi

1. Ïàêàæûöå, øòî êîæíàÿ çàäà÷à ËÏ ìîæà áûöü çâåäçåíà äà íàñòóïíàé
çàäà÷û:

maxλ
m∑
i=1

tij = 1, i = 1, . . . , n ,

m∑
j=1

n∑
i=1

aijktij = λ, k = 1 . . . , q , (1.6.53)

tij ≥ 0 , i = 1, . . . ,m ; j = 1, . . . , n ,

ÿêóþ äàñëåäàâà�ó Ë.Â. Êàíòàðîâi÷. Ãýòà çàäà÷à äàïóñêàå íàñòóïíóþ
iíòýðïðýòàöûþ. Ìàåööà n âàðøòàòà�ó, ÿêiÿ ìîãóöü âûêîíâàöü m çà-
äàííÿ�ó, âûðàáëÿþ÷û êàíå÷íû ïðàäóêò, ÿêi ñêëàäàåööà ç q äýòàëÿ�ó.
Ïðû âûêàíàííi âàðøòàòàì i çàäàííÿ j çà àäçiíêó ÷àñó âûðàáëÿåööà
aijk äýòàëÿ�ó òûïó k (k = 1, . . . , q). Êàëi tij �åñöü ÷àñ ïðàöû ñòàíêà i
íàä äýòàëÿìi j, òî λ � ãýòà êîëüêàñöü âûðàáëåíûõ äýòàëÿ�ó.

2. Âûêàðûñòî�óâàþ÷û ëåìó Ôàðêàøà, äàêàæûöå

Òýàðýìà 1.6.1 (Ãîðäàí) Íÿõàé A ∈Mm,n(R). Ìàå ìåñöà àäíà ç íà-
ñòóïíûõ àëüòýðíàòû�ó:

à) iñíóå âåêòàð x ∈ Rn, øòî Ax < 0;

á) iñíóå íåíóëÿâû âåêòàð u ∈ Rm
+ , øòî u

TA = 0.

3. Âûÿâiöå ñÿðîä íàñòóïíûõ çàäà÷ ËÏ äâîéíûÿ ïàðû:

a) max{cTx : Ax ≤ b},
á) max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0},
â) max{cTx : Ax = b, x ≥ 0},
ã) min{cTx : Ax ≥ b},



1.6. ÏðàêòûêàâàííI 53

ä) min{cTx : Ax ≥ b, x ≥ 0},
æ) min{cTx : Ax = b, x ≥ 0}.

Äàêàæûöå ýêâiâàëåíòíàñöü óñiõ ãýòûõ çàäà÷.

4. Ïàêàæûöå, øòî ïàëiýäðàëüíàÿ çàäà÷à ËÏ ó ñòàíäàðòíàé ôîðìå ç'ÿ�óëÿåööà
ïðûâàòíûì âûïàäêàì çàäà÷û ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ �ó ñòàí-
äàðòíàé ôîðìå.

5. Çûõîäçÿ÷û ç òýàðýìû äâîéíàñöi ËÏ, äàêàæûöå íàñòóïíû âàæíû ðý-
çóëüòàò ç òýîðûi ìàòðû÷íûõ ãóëüíÿ�ó.

Òýàðýìà 1.6.2 (ôîí Íåéìàí) Äëÿ êîæíàé ìàòðûöû A ∈Mm,n(R)
ñïðàâÿäëiâà íàñòóïíàÿ ðî�óíàñöü

max
x∈Σm

min
j∈Nn

m∑
i=1

aijxi = min
y∈Σn

max
i∈Nm

n∑
j=1

aijyj .

6. Ôóíêöûÿ d : V×V → R �åñöü (ïà�ó)-ìåòðûêà íà ìíîñòâå V = {1, . . . , n},
êàëi

a) d(i, i) = 0 äëÿ �óñiõ i ∈ V ;
b) d(i, j) = d(j, i) äëÿ �óñiõ i, j ∈ V ;
c) d(i, j) + d(j, k) ≥ d(i, k) äëÿ �óñiõ i, j, k ∈ V .

Ìåòðûêà d íàçûâàåööà l2-�óêëàäàåìàé ñà ñêðû�óëåííåì α, êàëi äëÿ íåé-
êàãà k iñíóþöü âåêòàðû xi ∈ Rk (i ∈ V ) òàêiÿ, øòî

d(i, j) ≤ ‖xi − xj‖ ≤ αd(i, j) äëÿ �óñiõ i, j ∈ V.

6.1. Ñôàðìóëþéöå çàäà÷ó ïîøóêà l2-�óëàæýííÿ ìåòðûêi d, ÿêîå ìàå
ìiíiìàëüíàå ñêðû�óëåííå, ÿê çàäà÷ó ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ. Óêà-
çàííå: ðàçãëåäçüöå ìàòðûöó P = [pij ] = [d2

1i + d2
1j − d2

ij ].
6.2∗. Äàêàæûöå, øòî ëþáàÿ ìåòðûêà d ç'ÿ�óëÿåööà l2-�óêëàäàåìàé ñà
ñêðû�óëåííåì O(log n).
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Ãëàâà 2

Ñiìïëåêñ-ìåòàä

Ñiìïëåêñ-ìåòàä (áîëüø äàêëàäíà, ðîçíûÿ ÿãî âàðûÿíòû), ÿêi âûíàéøà�ó ó
1949 ã. Äæ. Äàíöûã, äî�óãi ÷àñ (äà ñÿðýäçiíû 80-õ ãàäî�ó) çàñòàâà�óñÿ àäçiíûì
ìåòàäàì ËÏ, çäîëüíûì ç äàñòàòêîâàé ýôåêòû�óíàñöþ ðàøàöü ïðàêòû÷íûÿ
çàäà÷û. Ìåòàä ïðûìÿíÿåööà äëÿ ðàøýííÿ òîëüêi ïàëiýäðàëüíûõ çàäà÷ ËÏ.
Iñíóþöü äâà ãàëî�óíûõ âàðûÿíòû ìåòàäà: ïðàìû ñiìïëåêñ-ìåòàä (ó äàëåé-
øûì ïðîñòà ñiìïëåêñ-ìåòàä) i äâîéíû ñiìïëåêñ-ìåòàä.

Ìû áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó ËÏ (1.3) ó íàðìàëüíàé ôîðìå. Äëÿ àïi-
ñàííÿ ñiìïëåêñ-ìåòàäà çðó÷íà ëi÷ûöü, øòî çàäà÷à (1.3) çàäàâàëüíÿå �óìîâå
ïà�óíàòû ðàíãà, ã. çí. rankA = n. Òàäû, âiäàâî÷íà, n ≤ m.

2.1 Ïðàìû ñiìïëåêñ-ìåòàä

Iäýÿ ñiìïëåêñ-ìåòàäà çàêëþ÷àåööà �ó òûì, êàá, ïà÷ûíàþ÷û ç äàäçåíàé âÿð-
øûíi ïàëiýäðà P≤(A, b), ðóõàööà �óçäî�óæ êàíòà�ó àä âÿðøûíi äà âÿðøûíi,
ç êîæíûì êðîêàì ïàâÿëi÷âàþ÷û ôóíêöûþ ìýòû. Ðàçãëåäçiì, øòî àäáûâà-
åööà íà àäíîé iòýðàöûi ñiìïëåêñ-ìåòàäà. Íÿõàé x � íåéêàÿ âÿðøûíÿ ïàëi-
ýäðà P≤(A, b). Äëÿ ïðàñòàòû, áóäçåì ëi÷ûöü, øòî ÿíà íå âûðàäæàíà. Òàäû
�åé àäïàâÿäàå àäçiíàå äáì I i x = A−1

I bI . Íÿõàé u = −(A−1
I )s. Ïåðàñÿ÷ýííå

àôiííàé ïàäïðàñòîðû A = {§ + λu : λ ∈ R} ç P≤(A, b) �åñöü êàíò ïàëiýäðà
P≤(A, b), à ïðàìåíü A+ = {§ + λu : λ ∈ R+} íàêiðàâàíû �óíóòð ïàëiýäðà.
Êàëi ó äàäàòàê cTu = −cTA−1

I es > 0, òî u ç'ÿ�óëÿåööà íàïðàìêàì óçðàñòàí-
íÿ ôóíêöûi ìýòû. Çíà÷ûöü, ðóõàþ÷ûñÿ àä âÿðøûíi x ïà êàíòó ïàëiýäðà (ó
íàïðàìêó u) äà çìåæíàé âÿðøûíi, ìû ïàâÿëi÷ûì çíà÷ýííå ôóíêöûi ìýòû.

Äëÿ áîëüø äàêëàäíàãà âûêëàäàííÿ ìåòàäà íàì òðýáà �óâåñöi íåêàëüêi
àçíà÷ýííÿ�ó. Êîæíàìó áàçiñíàìó ìíîñòâó I çàäà÷û (1.3) ñóïàñòàâiì âåêòàð
πT = cTA−1

I , ÿêi íàçûâàåööà âåêòàðàì ïàòýíöûÿëà�ó. Ó äàëåéøûì ëi÷ûì,
øòî ìíîñòâà I = {i1, . . . , in} ïðàäñòà�óëÿåööà ñïiñàì, ã. çí. øòî ïàðàäàê
çàïiñó ÿãî ýëåìåíòà�ó ôiêñàâàíû; ïðàç I[k] àáàçíà÷àåì ýëåìåíò ik. Êàëi π ≥
0, òî áàçiñíàìó ìíîñòâó I àäïàâÿäàå äáð yI ∈ Rm äâîéíàé çàäà÷û:

yII[i] = πi, i = 1, . . . , n; yIi = 0, i ∈ Nm \ I. (2.1.1)

55
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simplex(c, A, b, I, x, π) // I � äáì
{
B−1 = A−1

I ; x := B−1bI ; πT := cTB−1;
for (; π 6∈ Rn

+;) { // iíàêø x � àïòûìàëüíàå ðàøýííå
âûáiðàåì iíäýêñ s, òàêi, øòî πs < 0;
u := −B−1es; // −u � s-òû ñëóïîê àäâàðîòíàé ìàòðûöû
if (Au ≤ 0) return false; // ô-öûÿ ìýòû íåàáìåæàâàíà

λ := min
{
bi −Aix
Aiu

: i 6∈ I, Aiu > 0
}
;

Âûáðàöü iíäýêñ t, äëÿ ÿêîãà äàñÿãàåööà çíà÷ýííå λ;
I[s] := t; v := AtB

−1; B−1 := B−1I(s, v)−1;
x := x+ λu; // x = A−1

I bI
πT := πT I(s, v)−1; // πT = cTB−1

}
return true;

}

Ðèñ. 2.1: Ñiìïëåêñ-ìåòàä

Òàìó �ó ãýòûì âûïàäêó I íàçûâàåööà äâîéíà-äàïóø÷àëüíûì áàçiñíûì ìíî-
ñòâàì (ääáì)), à âåêòàð x = A−1

I bI íàçûâàåööà äâîéíà äàïóø÷àëüíûì áà-
çiñíûì ðàøýííåì (ääáð) çàäà÷û (1.3). Êàëi æ ó äàäàòàê, x �åñöü äáð, òî
ç òýàðýìû àá äàïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi âûíiêàå, øòî �ó òàêiì âûïàäêó x
áóäçå àïòûìàëüíûì ðàøýííåì çàäà÷û (1.3), à yI � àïòûìàëüíûì ðàøýííåì
äâîéíàé çàäà÷û (1.3.23).

Äýòàë�åâàå àïiñàííå ñiìïëåêñ-ìåòàäà ïðàäñòà�óëåíà íà ìàë. 2.1. Íà �óâàõîä
ïðàöýäóðû simplex, àêðàìÿ ïàðàìåòðà�ó çàäà÷û (1.3), ïàâiííà ïàäàâàööà äáì
I. Êàëi çàäà÷à ËÏ ìàå àïòûìàëüíàå ðàøýííå, òî âûõàäçå x �åñöü àïòûìàëü-
íàå ðàøýííå çàäà÷û (1.3), à âåêòàð π i ìíîñòâà I ïðàäñòà�óëÿþöü ðàøýííå
(ãë. (2.1.1)) äâîéíàé çàäà÷û.

Òýàðýìà 2.1.1 Àäíà iòýðàöûÿ ïðàöýäóðû simplex, ÿêàÿ ïðàäñòà�óëåíà íà
ìàë. 2.1, ïàâÿëi÷âàå ôóíêöûþ ìýòû íà âåëi÷ûíþ −λπs ≥ 0. Êàëi π ≥ 0,
òî x � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (1.3), à yI � àïòûìàëüíàå ðàø-
ýííå äâîéíàé çàäà÷û. Ó âûïàäêó, êàëi Au ≤ 0, ôóíêöûÿ ìýòû çàäà÷û (1.3)
íåàáìåæàâàíà.

Äîêàç. Ïåðø çà �óñ�å àäçíà÷ûì, øòî êàëi π ≥ 0, òî

cTx = πTAIx = (yI)TAx = (yI)T b
≥ min{bT y : AT y = cT , y ≥ 0}
= max{cTx′ : Ax′ ≤ b},

i ïà òýàðýìå äâîéíàñöi x i yI ç'ÿ�óëÿþööà àïòûìàëüíûìi ðàøýííÿìi àäïà-
âåäíà ïðàìîé i äâîéíàé çàäà÷.

Ðàçãëåäçiì âûïàäàê, êàëi πs < 0 äëÿ íåéêàãà s. Íÿõàé u = −A−1
I es.

Àäçíà÷ûì, øòî ïðàìåíü x(λ) = x + λu (λ ≥ 0) íàêiðàâàíû �óçäî�óæ êàíòà
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øìàòãðàííiêà P≤(A, b), öi x(λ) 6∈ P≤(A, b) äëÿ �óñiõ λ > 0. Àêðàìÿ òàãî

cTu = −πTAIA−1
I es = −πs > 0. (2.1.2)

Òàìó cT (x + λu) = cTx − λπs. Êàëi Au ≤ 0, òî äëÿ �óñiõ λ > 0 ìàåì x(λ) ∈
P≤(A, b) i ç (2.1.2) âûíiêàå, øòî ôóíêöûÿ ìýòû çàäà÷û (1.3) íåàáìåæàâàíà.
2

Êàëi çàäà÷à ËÏ (1.3) ç'ÿ�óëÿåööà íÿâûðàäæàíàé, òî íà êîæíàé iòýðàöûi
ñiìïëåêñ-ìåòàäà λ > 0. Òàìó ïà òýàðýìå 2.1.1 êîæíàÿ iòýðàöûÿ ñiìïëåêñ-
ìåòàäà ïàâÿëi÷âàå êîøò áÿãó÷àãà áàçiñíàãà ðàøýííÿ íà äàäàòíóþ âåëi÷û-
íþ. À ãýòà àçíà÷àå, øòî �óñå áàçiñíûÿ ðàøýííi, áóäóåìûÿ ñiìïëåêñ-ìåòàäàì,
ç'ÿ�óëÿþööà ðîçíûìi. Òàê ÿê êîëüêàñöü áàçiñíûõ ðàøýííÿ�ó êîíöàÿ, òî ñiìï-
ëåêñ-ìåòàä ðàøàå íÿâûðàäæàíóþ çàäà÷ó ËÏ çà êîíöóþ êîëüêàñöü iòýðà-
öûé.

Ïðûêëàä 2.1.1 Ðàçãëåäçiì íàñòóïíóþ çàäà÷ó:

x1 + x2 → max
−2x1 − x2 ≤ −6,
x1 − 2x2 ≤ −2,
x1 − x2 ≤ 1,

2x1 + x2 ≤ 14,
−x1 + 2x2 ≤ 8,
−x1 + x2 ≤ 3.

Ìíîñòâà àáìåæàâàííÿ�ó ãýòàé çàäà÷û àäëþñòðàâàíà íà ìàë. 2.2.

Íiæýé ìû ïðûâîäçiì iòýðàöûi ñiìïëåêñ-ìåòàäà, ÿêi ïà÷ûíàå ïðàöàâàöü ç
áàçiñíàãà ìíîñòâà I = {1, 2}.

0. I = (1, 2), B−1 =
[
−2/5 1/5
−1/5 −2/5

]
, x(0) = (2, 2)T , π = (−3/5,−1/5)T .

1. s = 1, u = (2/5, 1/5)T , λ = min{5, 8} = 5, t = 3, I = (3, 2), B−1 =[
2 −1
1 −1

]
, x(1) = (4, 3)T , π = (3,−2)T .

2. s = 2, u = (1, 1)T , λ = min{1, 6} = 1, t = 4, I = (3, 4), B−1 =[
1/3 1/3
−2/3 1/3

]
, x(2) = (5, 4)T , π = (−1/3, 2/3)T .

3. s = 1, u = (−1/3, 2/3)T , λ = min{3, 4} = 3, t = 5, I = (5, 4), B−1 =[
−1/5 2/5
2/5 1/5

]
, x(3) = (4, 6)T , π = (1/5, 3/5)T .

Òàê ÿê âåêòàð ïàòýíöûÿëà�ó π íåàäìî�óíû, òî x = (4, 6)T � àïòûìàëü-
íàå ðàøýííå çàäà÷û, à y = (0, 0, 0, 3

5 ,
1
5 , 0)T � àïòûìàëüíàå ðàøýííå äâîé-

íàé çàäà÷û. Ó ãýòûì ìîæíà òàêñàìà ïåðàêàíàööà, êàëi ïðàâåðûöü òýàðýìó
äâîéíàñöi öi, àëüòýðíàòû�óíà, òýàðýìó àá äàïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi. 2
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Ðèñ. 2.2: Àáìåæàâàííi çàäà÷û ËÏ ç ïðûêëàäà 2.1.1

2.1.1 Çàöûêëiâàííå i ïðàâiëà Áëýíäà

Ó àïiñàííi ñiìïëåêñ-ìåòàäà íà ìàë. 2.1 äàïóñêàåööà íåàäíàçíà÷íàñöü ó âû-
áàðû ðàäêà (iíäýêñ s), ÿêi âûâîäçiööà ç áàçiñà, à òàêñàìà �ó âûáàðû ðàäêà
(iíäýêñ t), ÿêi �óâîäçiööà �ó áàçiñ. Ìîæà òàê çäàðûööà (ãë. ïðûêëàä 2.1.2),
øòî λ áóäçå ðî�óíûì íóëþ. Òàäû íà äàäçåíàé iòýðàöûi çìåíiööà òîëüêi äáì
I, à äáð x çàñòàíåööà íÿçìåííûì. Ìàã÷ûìà òàêñàìà, øòî âûêàíà�óøû íåé-
êóþ ïàñëÿäî�íàñöü iòýðàöûé ç íÿçìåííûì äáð, ìû âåðíåìñÿ äà çûõîäíàãà
áàçiñíàãà ìíîñòâà. Òàêàÿ ç'ÿâà íàçûâàåööà çàöûêëiâàííåì.

Ïðûêëàä 2.1.2 Ðàçãëåäçiì íàñòóïíóþ çàäà÷ó ËÏ

3
4x1 − 20x2 + 1

2x3 − 6x4 → max
1
4x1 − 8x2 − x3 + 9x4 ≤ 0 ,
1
2x1 − 12x2 − 1

2x3 + 3x4 ≤ 0 ,
x3 ≤ 1 ,

−x1 ≤ 0 ,
−x2 ≤ 0 ,

−x3 ≤ 0 ,
−x4 ≤ 0 .

Ïà÷ûíàþ÷û ç áàçicíàãà ìíîñòâà I = {4, 5, 6, 7}, áóäçåì ðàøàöü çàäà÷ó
ñiìïëåêñ-ìåòàäàì, âûêàðûñòî�óâàþ÷û íàñòóïíûÿ ïðàâiëû âûðàøýííÿ íåàä-
íàç÷àíàñöåé:

(a) ç áàçicà âûâîäçiöü ðàäîê I[s], äëÿ ÿêîãà s ∈ arg min1≤i≤n πi;

(b) ó áàçiñ óâîäçiöü ðàäîê t, ÿêi ìàå ìiíiìàëüíû íóìàð ñÿðîä íåáàçiñíûõ
ðàäêî�ó, íà ÿêiõ äàñÿãàåööà çíà÷ýííå λ.

Íiæýé ìû ïðûâîäçiì iòýðàöûi ñiìïëåêñ-ìåòàäà.
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1. I = {4, 5, 6, 7},

B−1 = A−1
I =


−1 0 0 0

0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

x = (0, 0, 0, 0)T , π = (− 3
4 , 20,− 1

2 , 6)T .

2. s = 1, u = (1, 0, 0, 0)T , λ = 0, t = 1, I = {1, 5, 6, 7},

B−1 =


4 −32 −4 36
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

x = (0, 0, 0, 0)T , π = (3,−4,− 7
2 , 33)T .

3. s = 2, u = (32, 1, 0, 0)T , λ = 0, t = 2, I = {1, 2, 6, 7},

B−1 =


−12 8 8 −84
− 1

2
1
4

3
8 − 15

4
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

x = (0, 0, 0, 0)T , π = (1, 1,−2, 18)T .

4. s = 3, u = (−8,− 3
8 , 1, 0)T , λ = 0, t = 4, I = {1, 2, 4, 7},

B−1 =


0 0 −1 0
1
16 − 1

8 − 3
64

3
16

− 3
2 1 1

8 − 21
2

0 0 0 −1

 ,

x = (0, 0, 0, 0)T , π = (−2, 3, 1
4 ,−3)T .

5. s = 4, u = (0,− 3
16 ,

21
2 , 1)T , λ = 0, t = 5, I = {1, 2, 4, 5},

B−1 =


0 0 −1 0
0 0 0 −1
2 −6 − 5

2 56
1
3 − 2

3 − 1
4

16
3

 ,

x = (0, 0, 0, 0)T , π = (−1, 1,− 1
2 , 16)T .

6. s = 1, u = (0, 0,−2,− 1
3 )T , λ = 0, t = 6, I = {6, 2, 4, 5},

B−1 =


0 0 −1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
− 1

6
1
3

1
6 −4

 ,

x = (0, 0, 0, 0)T , π = ( 1
2 ,−2,− 7

4 , 44)T .
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7. s = 2, u = (0, 0, 0,− 1
3 )T , λ = 0, t = 7, I = {6, 7, 4, 5},

B−1 =


0 0 −1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0

0 −1 0 0

 ,

x = (0, 0, 0, 0)T , π = (− 1
2 , 6,−

3
4 , 20)T .

Ïàñëÿ øàñöi iòýðàöûé ìû âÿðíóëiñÿ äà çûõîäíàãà áàçiñíàãà ìíîñòâà.
Òàêiì ÷ûíàì, ciìïëåêñ-ìåòàä ç âûáðàíûì ïðàâiëàì çàìÿø÷ýííÿ ðàäêî�ó çà-
öûêëiâàåööà. 2

Íà ø÷àñöå, iñíóþöü iíøûÿ ïðàâiëû çàìÿø÷ýííÿ ðàäêî�ó, ïðû ÿêiõ ñiìïëåêñ-
ìåòàä íå çàöûêëiâàåööà. Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ðàçãëåäçiì âûäàòíàå ïà
ñâà�åé ïðàñòàöå ïðàâiëà Áëýíäà:

ñÿðîä ðàäêî�ó ç àäìî�óíûì ïàòýíöûÿëàì ç áàçiñà âûâîäçiöü ðàäîê
ç íàéìåíøûì íóìàðàì; ó áàçiñ çà�óñ�åäû �óâîäçiöü ðàäîê ç ìiíi-
ìàëüíûì íóìàðàì, íà ÿêiì äàñÿãàåööà çíà÷ýííå λ (ãë. àïiñàííå
àëãàðûòìà).

Òýàðýìà 2.1.2 Âàðûÿíò ñiìïëåêñ-ìåòàäà, êàëi ç áàçiñà âûâîäçiööà ðàäîê
I[s], äçå

s = arg min{I[i] : πi < 0}

i äàáà�óëÿåööà ðàäîê

t = min
{
r : r ∈ arg min

{
bi −Aix
Aiu

: i ∈ Nm \ I , Aiu > 0
}}

,

ðàøàå çàäà÷ó ËÏ (1.3) çà êîíöóþ êîëüêàñöü iòýðàöûé.

Äîêàç. Àáàçíà÷ûì ïðàç x(k), π(k), y(k), u(k), λ(k), I(k) àäïàâåäíà âåêòàðû
x, π, yπ,I , u, ëiê λ i ìíîñòâà áàçiñíûõ ðàäêî�ó I íà k-é iòýðàöûi. Ç (2.1.2)
ìàåì

cTx(0) ≤ cTx(1) ≤ cTx(2) ≤ . . . , (2.1.3)

äçå cTx(k) = cTx(k+1) òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi x(k) = x(k+1) (êàëi x(k) 6=
x(k+1), òî λ(k) > 0, i òàìó cTx(k) < cTx(k+1)). Äàïóñöiì àäâàðîòíàå, øòî
ìåòàä íå çûõîäçiööà. Ïàêîëüêi iñíóå òîëüêi êîíöàÿ êîëüêàñöü ïàäìíîñòâà�ó
ç n ðàäêî�ó ìàòðûöû A, òî çíîéäóööà òàêiÿ k, l (k < l), øòî I(k) = I(l).
Òàäû x(k) = x(k+1) = . . . = x(l). Íÿõàé r � ìàêñiìàëüíû iíäýêñ ðàäêà,
ÿêi âûäàëÿ�óñÿ ç áàçiñà íà àäíîé ç iòýðàöûé k, . . . , l, ñêàæàì, íà iòýðàöûi
p. Ïàêîëüêi I(k) = I(l), òî ðàäîê r çíî�ó äàáà�óëÿ�óñÿ äà áàçiñà íà íåéêàé
iòýðàöûi q, ïðû÷ûì p < q < l. Àäñþëü âûíiêàå, øòî

êàëi i > r i i ∈ I(p), òî i ∈ I(q). (2.1.4)
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Ç (2.1.2) ìàåì, øòî (y(p))TAu(q) = cTu(q) > 0. Òàêiì ÷ûíàì, äëÿ õàöÿ á
àäíàãî i ∈ Nm

y
(p)
i (Aiu(q)) > 0. (2.1.5)

Àäçíà÷ûì, øòî i ∈ I(p), iíàêø y
(p)
i = 0. Ç àïiñàííÿ àëãàðûòìà ìàåì, øòî r

�åñöü ìiíiìàëüíû iíäýêñ, äëÿ ÿêîãà âûêîíâàåööà

ypr < 0, Aru
q > 0, Arx

q = br. (2.1.6)

Ðàçãëåäçiì íàñòóïíûÿ âûïàäêi:

1) êàëi i > r, òî ç (2.1.4) ìàåì Aiu
(q) = 0;

2) êàëi i < r, òî ç (2.1.6) âûíiêàå, øòî y(p)
i ≥ 0 i Aiu(q) ≤ 0;

3) êàëi i = r, òî çíî�ó ç (2.1.6) ìàåì y
(p)
i < 0, Aiu(q) > 0.

Àòðûìàíàÿ âà �óñiõ òðîõ ìàã÷ûìûõ âûïàäêàõ ñóïÿðý÷íàñöü óìîâå (2.1.5)
ãàâîðûöü àá òûì, øòî áàçiñíûÿ ìíîñòâû íå ïà�óòàðàþööà. Òàìó êîëüêàñöü
iòýðàöûé äàäçåíàãà âàðûÿíòó ñiìïëåêñ-ìåòàäà òàêñàìà êîíöàÿ. 2

Ïðûêëàä 2.1.3 Âûðàøûöü çàäà÷ó ËÏ ç ïðûêëàäà 2.1.2 âàðûÿíòàì ñiìï-
ëåêñ-ìåòàäà, ó ÿêiì ðàäêi çàìÿø÷àþööà ïà ïðàâiëó Áëýíäà.

Íÿöÿæêà ïðàâåðûöü, øòî ìiíóëû ðàç ìû àäõiëiëiñÿ àä ïðàâiëà Áëýíäà
òîëüêi íà 5-é iòýðàöûi. Âûêàíàåì ÿå i �óñå àñòàòíiÿ iòýðàöûi çãîäíà ïðàâiëó
Áëýíäà.

5'. s = 1, u = (0,− 1
16 ,

3
2 , 0)T , λ = 0, t = 5, I = {5, 2, 4, 7},

B−1 =


0 0 −1 0
−1 0 0 0
24 −2 −1 −6
0 0 0 −1

 ,

x = (0, 0, 0, 0)T , π = (32,−1,− 5
4 , 3)T .

6'. s = 2, u = (0, 0, 2, 0)T , λ = 1
2 , t = 3, I = {5, 3, 4, 7},

B−1 =


0 0 −1 0
−1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 0 −1

 ,

x = (0, 0, 1, 0)T , π = (20, 1
2 ,−

3
4 , 6)T .
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7'. s = 3, u = (1, 0, 0, 0)T , λ = 1, t = 2, I = {5, 3, 2, 7},

B−1 =


−24 1 2 6
−1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 0 −1

 ,

x = (1, 0, 1, 0)T , π = (2, 5
4 ,

3
2 ,

21
2 )T .

Òàê ÿê óñå ïàòýíöûÿëû íåàäìî�óíûÿ, òî x = (1, 0, 1, 0)T � àïòûìàëüíàå
ðàøýííå çàäà÷û. 2

2.1.2 ßê çíàéñöi ïà÷àòêîâóþ âÿðøûíþ

Ëþáàÿ çàäà÷à ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ ìîæà áûöü ïðàäñòà�óëåíà �ó âûãëÿä-
çå

max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0}. (2.1.7)

Ðàçàá'eì ÑËÍ Ax ≤ b íà äçâå ÷àñòêi: Ax ≤ b, Ãx ≥ b̃, äçå b ≥ 0, b̃ > 0.
Ðàçãëåäçiì çàäà÷ó

max{Te(Ãx− s) : Ax ≤ b; Ãx− s ≤ b̃; x, s ≥ 0}, (2.1.8)

òóò s � âåêòàð íîâûõ çìåííûõ. Òàäû x = 0, s = 0 �åñöü äáð çàäà÷û (2.1.8).
Ðàøàåì çàäà÷ó (2.1.8) ñiìïëåêñ-ìåòàäàì. Êàëi âåëi÷ûíÿ ìàêñiìóìà áóäçå
ðî�óíà e b̃, à (x∗, s) � àïòûìàëüíàå ðàøýííå, òî x∗ � äáð (2.1.7). Êàëi æ
ìàêñiìóì ó çàäà÷û (2.1.8) ìåíøû ÷ûì eT b̃, òî çàäà÷à (2.1.7) íå ìàå äàïóø-
÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó.

2.2 Äâîéíû ñiìïëåêñ-ìåòàä

Iñíóå äðóãi âàðûÿíò ñiìïëåêñ-ìåòàäà, ÿêi íàçûâàåööà äâîéíûì ñiìïëåêñ-
ìåòàäàì ó àäðîçíåííå àä ðàçãëåäæàíàãà ðàíåé ïðàìîãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà.
Ìîæíà ëi÷ûöü, øòî äâîéíû ñiìïëåêñ-ìåòàä � ãýòà ïðàìû ñiìïëåêñ-ìåòàä,
äàñòàñàâàíû äà äâîéíàé çàäà÷û. Äâîéíû ñiìïëåêñ-ìåòàä ïðàäñòà�óëåíû íà
ìàë. 2.3. Ïðàöýäóðà separate âÿðòàå íóìàð àáìåæàâàííÿ, ÿêîå ïàðóøàåö-
öà �ó äàäçåíàé êðîïöû x ∈ Rn. Êàëi �óñå àáìåæàâàííi âûêîíâàþööà, sepa-
rate âÿðòàå çíà÷ýííå 0. Àêðàìÿ ïàðàìåòðà�ó çàäà÷û íà �óâàõîä ïðàöýäóðû
dual_simplex ïàäàåööà ääáì I. Êàðýêòíàñöü äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäó âû-
íiêàå ç íàñòóïíàé òýàðýìû.

Òýàðýìà 2.2.1 Àäíà iòýðàöûÿ ïðàöýäóðû dual_simplex, ÿêàÿ ïðàäñòà�óëåíàÿ
íà ìàë. 2.3, ïàâÿëi÷âàå êîøò äâîéíàé ôóíêöûi ìýòû íà âåëi÷ûíþ λ(bs −
Asx) ≤ 0. Êàëi x � äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (1.3), òî ÿíî ç'ÿ�óëÿåööà
àïòûìàëüíûì, à yI ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì ðàøýííåì äâîéíàé çàäà÷û.
Ó âûïàäêó, êàëi u ≤ 0, çàäà÷à (1.3) íå ìàå äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó.
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Äîêàç. Íÿõàé x, π, I i x′, π′, I ′ � àäïàâåäíà ääáð, âåêòàð ïàòýíöûÿëà�ó i
áàçiñíàå ìíîñòâà �ó ïà÷àòêó i êàíöû íåéêàé iòýðàöûi. Òàäû, òàê ÿê πt−λut =
0, uT = AsA

−1
I i A−1

I bI = x, ìàåì

bT yI
′

= bTI′π
′ =

∑
i∈{1,...,n}\t

bI[i](πi − λui) + λbs

=
n∑
i=1

bI[i](πi − λui) + λbs

= πT bI − λuT bI + λbs

= πT bI − λAsA−1
I bI + λbs

= bT yI + λ(bs −Asx).

Êàëi x � äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå, òî cTx = cTA−1
I bI = πT bI = bT yI i ïà òýàð-

ýìå àá äàïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi x ç'ÿ�óëÿþööà àïòûìàëüíûì ðàøýííåì
ïðàìîé, à yI � äâîéíàé çàäà÷û.

Ðàçãëåäçiì öÿïåð âûïàäàê, êàëi u ≤ 0. Àçíà÷ûì âåêòàð y ∈ Rm ç êààð-
äûíàòàìi

ys = 1; yI[i] = −ui, i = 1, . . . , n; yi = 0, i ∈ Nm \ (I ∪ s).

Òàäû

yTA = −uAI +As = −AsA−1
I AI +As = 0,

yT b = −ubI + bs = −AsA−1
I bI + bs = −Asx+ bs < 0.

Ïà ëåìå Ôàðêàøà 1.3.1 ìû ðîáiì âûñíîâó, øòî ÑËÍ Ax ≤ b íå ìàå äàïóø-
÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó. 2

Ìîæíà òàêñàìà ïðûâåñöi ïðûêëàä çàäà÷û ËÏ i ïðàâiëà çàìÿø÷ýííÿ
ðàäêî�ó ó äâîéíûì ñiìïëåêñ-ìåòàäçå, êàëi �åí çàöûêëiâàåööà. Íàñòóïíàÿ òýàð-
ýìà �óêàçâàå àäíî âåëüìi ïðîñòàå ïðàâiëà âûðàøýííÿ íåàäíàçíà÷íàñöÿ�ó ó
äâîéíûì ñiìïëåêñ-ìåòàäçå (äâîéíàå ïðàâiëà Áëýíäà):

ó áàçiñ óâîäçiöü ïàðóøàåìàå àáìåæàâàííå ç ìiíiìàëüíûì íóìà-
ðàì; ç áàçiñà âûâîäçiöü àáìåæàâàííå, ÿêîå ìàå ìiíiìàëüíû íóìàð
ñÿðîä àáìåæàâàííÿ�ó, íà ÿêiõ äàñÿãàåööà çíà÷ýííå λ.

Òýàðýìà 2.2.2 Âàðûÿíò äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà, êàëi �ó áàçiñ óâîäçiööà
ïàðóøàåìàå àáìåæàâàííå ç ìiíiìàëüíûì íóìàðàì s = min{i : i ∈ Nm \
I, Aix > bi} i âûäàëÿåööà àáìåæàâàííå I[t], äçå

t = argmin {I[i] : i ∈ argmin{πi/ui : i = 1, . . . , n , ui > 0}} ,

ðàøàå çàäà÷ó ËÏ (1.3) çà êîíöóþ êîëüêàñöü iòýðàöûé.

Äîêàç ãýòàé òýàðýìû ìû ïàêiäàåì ÷ûòà÷ó �ó ÿêàñöi ïðàêòûêàâàííÿ. 2
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dual_simplex(c, A, b, I, x, π); // I � ääáì
{
B−1 := A−1

I ; πT := cTB−1; x := B−1bI ;
for (; (s := separate(x)) 6= 0;) {
uT := AsB

−1; // uT �åñöü As çàïiñàíû �ó áàçiñå AI
if (u ≤ 0) return false; // íÿìà äàïóø÷. ðàøýííÿ�ó
λ := min{πi/ui : i = 1, . . . , n; ui > 0}; (*)
Âûáðàöü iíäýêñ t, äëÿ ÿêîãà ãýòû ìiíiìóì äàñÿãàåööà;
I[t] := s;
π := π − λu; πt := λ; // çíàõîäçiì πT = cTA−1

I

B−1 := B−1I(t, u)−1; // âûëi÷âàåì A−1
I

x := x+ (bs −Asx)B−1 et; // âûëi÷âàåì x = B−1bI
}
return true;
}

Ðèñ. 2.3: Äâîéíû ñiìïëåêñ-ìåòàä

2.2.1 Çàöûêëiâàííå i ëåêñiêàãðàôi÷íàå ïðàâiëà

Ïåðø ÷ûì ïðûñòóïiöü äà àïiñàííÿ ÿø÷ý àäíàãà ïðàâiëà áàðàöüáû ç çàöûêëi-
âàííåì íàì òðýáà �óâåñöi íåêàëüêi àçíà÷ýííÿ�ó. Íåíóëÿâû âåêòàð x ∈ Rn íà-
çûâàåööà ëåêñiêàãðàôi÷íà äàäàòíûì, êàëi ïåðøàÿ ÿãî íåíóëÿâàÿ êàìïàíåí-
òà äàäàòíàÿ. Êàëi −x ëåêñiêàãðàôi÷íà äàäàòíû, òî x íàçûâàåööà ëåêñiêà-
ãðàôi÷íà àäìî�óíûì. Êàëi x = 0, òî ãàâîðàöü, øòî x ëåêñiêàãðàôi÷íà ðî�óíû
íóëþ.

Íÿõàé x, y ∈ Rn. Êàëi âåêòàð x − y ç'ÿ�óëÿåööà ëåêñiêàãðàôi÷íà äàäàò-
íûì, òî áóäçåì êàçàöü, øòî âåêòàð x ëåêñiêàãðàôi÷íà áîëüøû çà âåêòàð y (i

ïiñàöü x
lex
� y). Àíàëàãi÷íà, êàëi x− y ëåêñiêàãðàôi÷íà àäìî�óíû, òî êàæóöü,

øòî x ëåêñiêàãðàôi÷íà ìåíøû çà âåêòàð y (i ïiñàöü x
lex
≺ y). Êàëi æ x = y,

òî âåêòàðû òàêñàìà ëåêñiêàãðàôi÷íà ðî�óíûÿ. Çðàçóìåëûì ÷ûíàì óâîäçÿööà

ïàíÿööi ëåêñiêàãðàôi÷íà íå ìåíøû (
lex
�) i ëåêñiêàãðàôi÷íà íå áîëüøû (

lex
�).

Ïðûêëàä 2.2.1

(0, 1, 0, 2)
lex
� (0, 0, 10, 3) ,

(1, 3, 1, 2)T
lex
≺ (2, 8,−5, 3) .

2

Òàê ÿê äà÷ûíåííå ëåêñiêàãðàôi÷íàãà �óïàðàäêàâàííÿ
lex
� çàäàå ëiíåéíû

ïàðàäàê íà Rn, òî ñÿðîä êîíöàé êîëüêàñöi âåêòàðî�ó x1, . . . , xk ìîæíà àäíà-
çíà÷íà âûçíà÷ûöü ëåêñiêàãðàôi÷íà ìiíiìàëüíû (lexmin) i ëåêñiêàãðàôi÷íà
ìàêñiìàëüíû (lexmax).
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Ïðûêëàä 2.2.2 Êàëi

x1 = (0, 2, 8, 2)T , x2 = (0, 0, 10, 3) ,
x3 = (−4, 3, 8, 1)T , x4 = (0, 2, 9, 6)T ,

òî lexmin{x1, x2, x3, x4} = x3, lexmax{x1, x2, x3, x4} = x4.

2

Òýàðýìà 2.2.3 Íÿõàé ó ïà÷àòêó äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà �óñå ñëóïêi ìàò-
ðûöû

A(I) def=
[
cT

A

]
A−1
I

ëåêñiêàãðàôi÷íà äàäàòíûÿ. Òàäû íà ïðàöÿãó �óñÿãî àëãàðûòìà ñëóïêi ìàò-
ðûöû A(I) çàñòàþööà ëåêñiêàãðàôi÷íà äàäàòíûìi, âåêòàð íåâÿçàê

r(x) def=
(
−cTx
b−Ax

)
ñòðîãà ëåêñiêàãðàôi÷íà �óçðàñòàå àä iòýðàöûi äà iòýðàöûi i ìåòàä ñïûíÿ-
åööà ïàñëÿ êîíöàé êîëüêàñöi iòýðàöûé, êàëi âûáiðàöü ðàäîê äëÿ âûâàäà ç
áàçiñà ïà íàñòóïíàìó ïðàâiëó:

t ∈ arg lexmin
{
A(I)j

uj
: uj > 0, j = 1, . . . , n

}
. (2.2.9)

Äîêàç. Äàïóñöiì, øòî �ó ïà÷àòêó ÷àðãîâàé iòýðàöûi �óñå ïàñûëêi òýàðýìû
âûêîíâàþööà. Ïàêàæàì, øòî ÿíû áóäóöü âûêîíâàööà i ïàñëÿ ÿå çàâÿðø-
ýííÿ. Íÿõàé I i Î �åñöü áàçicíûÿ ìíîñòâû, àäïàâåäíà, �ó ïà÷àòêó i ïàñëÿ
çàâÿðøýííÿ iòýðàöûi. Äëÿ çðó÷íàñöi �óâÿäçåì àáàçíà÷ýííi:

A
def= A(I), x

def= A−1

I
bI ,

Â
def= A(Î), x̂

def= A−1

Î
bÎ ,

Çàçíà÷ûì, øòî A−1

Î
= A−1

I
I(t, u)−1, äçå u = AsA

−1

I
. Òàê ÿê ïà äàïóø÷ýííþ

A
t lex
� 0, òî Ât = A

t
/ut

lex
� 0. Êàëi j 6= t i uj > 0, òî

Âj = A
j − ujA

t

ut
= uj

(
A
j

uj
− A

t

ut

)
lex
� 0

çãîäíà ç ëåêñiêàãðàôi÷íûì âûáàðàì i òàê ÿê rankA = n. Êàëi æ j 6= t i
uj ≤ 0, òî

Âj = A
j − ujA

j

ut
= A

j
+
|uj |A

j

ut

lex
� A

j lex
� 0.
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I íàðýøöå, òàê ÿê bs < 0 i A
t lex
� 0, àòðûìëiâàåì

r(x̂) = r(x) + (r(x̂)− r(x)) = r(x)− r(x)sA
t

ut
= r(x) +

|r(x)s|A
t

ut

lex
� r(x).

Òàêiì ÷ûíàì, âåêòàð íåâÿçàê r(x) ñòðîãà ëåêñiêàãðàôi÷íà �óçðàñòàå ïàñëÿ
êîæíàé iòýðàöûi. I òàê ÿê �åí öàëêàì âûçíà÷àåööà ïà áàçiñíàìó ìíîñòâó,
òî àäñþëü àäðàçó âûíiêàå, øòî íiÿêàå áàçiñíàå ìíîñòâà íå ìîæà ñóñòðýööà
äâîé÷û. Ãýòà àçíà÷àå, øòî äâîéíû ñiìïëåêñ-ìåòàä ñïûíÿåööà ïàñëÿ êîíöàé
êîëüêàñöi iòýðàöûé. 2

2.2.2 ßê çíàéñöi äâîéíà äàïóø÷àëüíàå áàçiñíàå ðàø-
ýííå

Íà ïðàêòûöû âåëüìi ÷àñòà çàäà÷à ËÏ çàäàåööà �ó íàñòóïíûì âûãëÿäçå

max{cTx : b1 ≤ Ax ≤ b2, d1 ≤ x ≤ d2}, (2.2.10)

äçå c, x, d1, d2 ∈ Rn, b1, b2 ∈ Rm, A ∈ Mm,n(R). Ïðàöýäóðó dual-simplex
ë�åãêà ìàäûôiêàâàöü äëÿ ðàøýííÿ çàäà÷û (2.2.10). Äëÿ ãýòàãà çàíóìàðóåì
íÿðî�óíàñöi íàñòóïíûì ÷ûíàì:

Aix ≤ b2i � ïðàç i,

−Aix ≤ −b1i � ïðàç −i,
xi ≤ d2

i � ïðàç m+ i,

−xi ≤ −d1
i � ïðàç −m− i.

Òàäû A−i = −Ai, b−i = −b1i , à Am+i = ei, bm+i = d2
i , A−m−i = − ei, b−m−i =

−d1
i . Çðàçóìåëà, øòî ðàäêi i i −i íå ìîãóöü àäíà÷àñîâà �óâàõîäçiöü ó áàçiñ.
Àêðàìÿ òàãî, âåëüìi ë�åãêà çíàéñöi ääáð çàäà÷û (2.2.10), òàê ÿê òàêiìi

ç'ÿ�óëÿþööà àïòûìàëüíûÿ ðàøýííi çàäà÷û

max{cTx : d1 ≤ x ≤ d2} .

Íàïðûêëàä, ìîæíà �óçÿöü êðîïêó x0 ç êààðäûíàòàìi:

x0
i =

{
d2
i , êàëi ci ≥ 0,
d1
i , êàëi ci < 0.

Çàçíà÷ûì, øòî êðîïöû x0 àäïàâÿäàå áàçiñíàå ìíîñòâà I = {m + i : ci ≥
0} ∪ {−m − i : ci < 0}. Íÿöÿæêà òàêñàìà ïåðàêàíàööà (çðàáiöå ãýòà),
øòî áàçiñíàå ìíîñòâà I çàäàâàëüíÿå �óñiì ïàñûëêàì òýàðýìû 2.2.3. Äâîé-
íû ñiìïëåêñ-ìåòàä ðàøýííÿ çàäà÷û ËÏ (1.3) ìîæíà òðàêòàâàöü ÿê ìåòàä
àäñÿ÷ýííÿ�ó. Iäýþ ìåòàäà àäñÿ÷ýííÿ�ó ïðàiëþñòðóåì íà íàñòóïíûì ïðûêëàä-
çå.
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Ïðûêëàä 2.2.3 Âûðàøûöü íàñòóïíóþ çàäà÷ó

x1 + 2x2 → max
x1 + x2 ≤ 4,
−x1 + x2 ≤ 1,
−2x1 − x2 ≤ −2,

0 ≤ x1 ≤ 3,
0 ≤ x2 ≤ 3,

(2.2.11)

Ìû ïà÷ûíàåì ðàøàöü ãýòóþ çàäà÷ó ç ääáð x(0) = (3, 3)T , íà ÿêiì äàñÿ-
ãàåööà ìàêñiìóì ôóíêöûi ìýòû íà ïàðàëåëåïiïåäçå

P0 = {x ∈ R2 : 0 ≤ x1 , x2 ≤ 3}.

ßìó àäïàâÿäàþöü áàçiñíàå ìíîñòâà I = {4, 5}, àäçiíêàâàÿ áàçiñíàÿ ìàòðûöà
B = AI = I i âåêòàð ïàòýíöûÿëà�ó π = (1, 2)T . Íiæýé ìû ïðûâîäçiì iòýðàöûi
äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà i äàåì iì ãåàìåòðû÷íóþ iíòýðïðýòàöûþ (ãë. ìàë.
2.4).

1. Òàê ÿê êðîïêà x(0) íå çàäàâàëüíÿå 1-ìó àáìåæàâàííþ çàäà÷û, òî "àä-
ñÿêàåì"ÿå àä ïàðàëåëåïiïåäà P0 ãiïåðïëîñêàñöþ x1 + x2 = 4 (ìàë. 2.4
(b)). Ïàñëÿ ãýòàãà âûêîíâàåì iòýðàöûþ äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà:

s = 1, u = (1, 1)T , λ = min{1, 2} = 1, t = 1, I = (1, 5),

B−1 =
[

1 −1
0 1

]
, x(1) =

(
1
3

)
, π =

(
1
1

)
.

Çàçíà÷ûì, øòî �ó êðîïöû x(1) ôóíêöûi ìýòû äàñÿãàå ìàêñiìóìà íà
øìàòãðàííiêó

P1 = {x ∈ R2 : 0 ≤ x1 , x2 ≤ 3 , x1 + x2 ≤ 4}.

2. Òàê ÿê êðîïêà x(1) �óñ�å ÿø÷ý íå ç'ÿ�óëÿåööà äàïóø÷àëüíàé äëÿ çàäà÷û
(2.2.11), àäñÿêàåì ÿå àä P1 ç äàïàìîãàé ãiïåðïëîñêàñöi −x1 + x2 = 1
(ìàë. 2.4 (c)). Âûêîíâàåì iòýðàöûþ äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà:

s = 2, u = (−1, 2)T , λ =
1
2
, t = 2, I = (1, 2),

B−1 =
1
2

[
1 −1
1 1

]
, x(2) =

1
2

(
3
5

)
, π =

1
2

(
3
1

)
.

Íÿöÿæêà ïðàâåðûöü, øòî íà x(2) äàñÿãàåööà ìàêñiìóì ôóíêöûi ìýòû
íà øìàòãðàííiêó

P2 = {x ∈ R2 : 0 ≤ x1 , x2 ≤ 3 , x1 + x2 ≤ 4 , −x1 + x2 ≤ 1}.

Òàê ÿê x(2) ç'ÿ�óëÿåööà âÿðøûíÿé øìàòãðàííiêà P àáìåæàâàííÿ�ó çà-
äà÷û (2.2.11) i P ⊆ P2, òî x(2) � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (2.2.11).
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Ðèñ. 2.4: Iíòýðïðýòàöûÿ äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà ÿê ìåòàäà àäñÿ÷ýííÿ�ó

2.2.3 Äàáà�óëåííå íîâûõ àáìåæàâàííÿ�ó i çìÿíåííå ïðà-
âàé ÷àñòêi

Äàïóñöiì, øòî ìû âûðàøûëi çàäà÷ó ËÏ (1.3). Öÿïåð ìû õî÷àì äàáàâiöü
ÿø÷ý àäíî àáìåæàâàííå ax ≤ β. Iíàêø êàæó÷û, ìû õî÷àì âûðàøûöü íà-
ñòóïíóþ çàäà÷ó

max{cTx : Ax ≤ b, ax ≤ β}. (2.2.12)

Òàê ÿê àïòûìàëüíàå ðàøýííå x∗ çàäà÷û (1.3) ç'ÿ�óëÿåööà äâîéíà äàïóø-
÷àëüíûì äëÿ çàäà÷û (2.2.12), òî ìû ìîæàì ðàøàöü çàäà÷ó (2.2.12) äâîéíûì
ñiìïëåêñ-ìåòàäàì, ïà÷ûíàþ÷û ç x∗.

Äâîéíû ñiìïëåêñ-ìåòàä ìîæà òàêñàìà ïðûìÿíÿööà òàäû, êàëi ïàñëÿ ðà-
øýííÿ çàäà÷û (1.3) ìû ìÿíÿåì âåêòàð b íà iíøû âåêòàð b′. Êàëi çìåíû íåâÿ-
ëiêiÿ, òî ìîæíà ÷àêàöü, øòî íîâàå àïòûìàëüíàå ðàøýííå ìàëà àäðîçíiâàåö-
öà àä ñòàðîãà. Êàëi I � àïòûìàëüíàå áàçiñíàå ìíîñòâà, òî I áóäçå ç'ÿ�óëÿööà
äâîéíà-äàïóø÷àëüíûì áàçiñíûì ìíîñòâàì íîâàé çàäà÷û, øòî çíî�ó äàçâà-
ëÿå âûêàðûñòàöü ÿãî �ó ÿêàñöi ïà÷àòêîâàãà äëÿ äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà.

2.3 Ïðûêëàäû Êëi i Ìiíöi

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ïðàäñòàâiì ïðîñòûÿ àðãóìåíòû, ÿêiÿ íàëåæàöü Êëi i
Ìiíöi1 i âûçíà÷àþöü, øòî iñíóþöü "äðýííûÿ"ïðûêëàäû çàäà÷ ËÏ, íà ÿêiõ
ñiìïëåêñ-ìåòàä âûêîíâàå ýêñïàíåíöûÿëüíóþ ïà n,m êîëüêàñöü iòýðàöûé.
Iíøûìi ñëîâàìi, ñiìïëåêñ-ìåòàä íå ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiíàìiÿëüíûì àëãàðûòìàì
ËÏ.

Àáàçíà÷ûì ïðàç S(n,m) ìàêñiìàëüíóþ êîëüêàñöü iòýðàöûé ñiìïëåêñ-
ìåòàäà äëÿ çàäà÷û ïàìåðó (n,m). Äàïóñöiì, øòî òàêóþ êîëüêàñöü iòýðàöûé
ñiìïëåêñ-ìåòàä âûêîíâàå, êàëi �åí ðàøàå çàäà÷ó

max
x∈P

xn ,

äçå P � íåéêi n-ìåðíû øìàòãðàííiê, ÿêi çàäàåööà m íÿðî�óíàñöÿìi. Òàäû �ó
P ìàåööà ïàñëÿäî�óíàñöü v0, v1, . . . , vk, äçå k = S(n,m), çìåæíûõ âÿðøûíü,

1 V. Klee, G.J. Minty. How good is the simplex method? pp. 159-175 in Inequalities III.,
ed. O. Shisha. � New York: Academic Press, Inc., 1972.
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òàêàÿ, øòî
v0
n < v1

n < . . . < vkn

(ãë. ëåâóþ ÷àñòêó ìàë. 2.3). Äàáàâiì ÿø÷ý àäíó íîâóþ "âåðòûêàëüíóþ"êààðäûíàòó
xn+1 i ðàçãëåäçiì ó ïðàñòîðû Rn+1 òûÿ æ ñàìûÿ àáìåæàâàííi, ÿêiÿ àïi-
ñâàþöü øìàòãðàííiê P . Ïàêîëüêi �ó ãýòûÿ àáìåæàâàííi çìåííàÿ xn+1 íå
�óâàõîäçiöü, òî ìíîñòâà ðàøýííÿ�ó àòðûìàíàé ñiñòýìû íÿðî�óíàñöåé áóäçå
�óÿ�óëÿöü ñàáîþ øìàòãðàííû öûëiíäð ç ñÿ÷ýííåì P ó ãàðûçàíòàëüíàé ïëîñ-
êàñöi xn+1 = const i âåðòûêàëüíûìi �óòâàðàþ÷ûìi � ïàðàëåëüíûìi âîñi xn+1

ïðàìûìi, ïðàõîäçÿ÷ûìi ïðàç âÿðøûíi P (ïðàâàÿ ÷àñòêà ìàë. 2.3). Ðàçãëåä-
çiì öÿïåð øìàòãðàííiê Q, ÿêi àïiñâàåööà òûìi æ íÿðî�óíàñöÿìi, øòî i P , i
äçâóìÿ íîâûìi � xn+1 ≥ xn i xn+1 ≤ B − xn, äçå ëiê B âûáiðàåööà òàêiì
÷ûíàì, êàá ãiïåðïëîñêàñöi xn+1 = xn i xn+1 = B − xn íå ïåðàñÿêàëiñÿ �ó
öûëiíäðû. Íà ìàë. 2.3 øìàòãðàííiê Q óÿ�óëÿå ñàáîþ ÷àñòêó öûëiíäðà, çà-
êëþ÷àíóþ ïàìiæ äçâóìÿ íàõiëåíûìi �ó ðîçíûÿ áàêi àñíîâàìi. Ïðû ãýòûì
êîæíàé âÿðøûíi vi øìàòãðàííiêà P àäïàâÿäàþöü äçâå âÿðøûíi ui i wi

øìàòãðàííiêà Q, ïåðøàÿ ç ÿêiõ ëÿæûöü íà íiæíÿé àñíîâå, à äðóãàÿ � íà
âåðõíÿé. Çðàçóìåëà, øòî �óçäî�óæ ïàñëÿäî�óíàñöi âÿðøûíü

u0, u1, . . . , uk, wk, . . . , w1, w0

êààðäûíàòà xn+1 óçðàñòàå. Òàìó

S(n+ 1,m+ 2) ≥ 2(S(n,m) + 1).

Ç óëiêàì òàãî, øòî äëÿ ðàøýííÿ çàäà÷û ËÏ íà àäíàìåðíûì àäðýçêó ïàòð-
ýáåí àäçií êðîê, ìàåì S(1, 2) = 1. Òàäû S(2, 4) ≥ 3, S(3, 6) ≥ 7 i íàîãóë

S(n, 2n) ≥ 2n − 1.

Öiêàâà çàçíà÷ûöü, øòî �ó ðàçãëåäæàíàé iíäóêòû�óíàé ïàáóäîâå "äðýííà-
ãà"øìàòãðàííiêà íÿðî�óíàñöi xn+1 = xn i xn+1 = B − xn ìîæíà çàìÿíiöü
íà íÿðî�óíàñöi xn+1 ≥ ε i xn+1 ≤ 1 − εxn, äçå ε ∈ (0, 1/2). Êàëi öÿïåð ïà-
÷àöü iíäóêöûþ ç àäðýçêà [0, 1], òî àòðûìàåì íàñòóïíàå ëiíåéíàå àïiñàííå
"äðýííàãà"øìàòãðàííiêà Pε:

0 ≤ x1 ≤ 1,
εx1 ≤ x2 ≤ 1− εx1 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
εxi−1 ≤ xi ≤ 1− εxi−1 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
εxn−1 ≤ xn ≤ 1− εxn−1 .

Çàçíà÷ûì, øòî P0 = [0, 1]n i äëÿ ìàëûõ ε, øìàòãðàííiê Pε àòðûìëiâàåö-
öà ç êóáà [0, 1]n íÿçíà÷íàé ÿãî äýôàðìàöûÿé. Íà ìàë. 2.3 àäëþñòðàâàíû
òðîõìåðíû øìàòãðàííiê Pε i òàêñàìà �óêàçàíû øëÿõ, ïðàõîäçÿ÷û ïà �óñõ
23 = 8 ÿãî âÿðøûíÿõ, óçäî�óæ ÿêîãà �óâåñü ÷àñ ðàñöå êààðäûíàòà x3.
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Ó ÷ûòà÷à ìîæà �óçíiêíóöü ïûòàííå: ÷àìó ñiìïëåêñ-ìåòàä ïàâiíåí àäï-
ðà�óëÿööà �ó äî�óãi øëÿõ u0, u1, . . . , uk, wk, . . . , w1, w0 (ãë. ìàë. 2.3), êàëi ìà-
åööà ìàã÷ûìàñöü äàñÿãíóöü îïòûìóìà �óñÿãî çà àäçií êðîê ïåðàõîäàì ïà
ðàáðó u0, w0? Àäêàç çàëåæûöü àä òàãî, ÿêîå ïðàâiëà çàìÿø÷ýííÿ ðàäêî�ó
ïðûíÿòà �ó êàíêðýòíûì âàðûÿíöå ñiìïëåêñ-ìåòàäà. Íÿöÿæêà ïàêàçàöü, øòî
ïðû ðàøýííi çàäà÷û ËÏ

max
x∈Pε

xn ,

ïà÷ûíàþ÷û ç âÿðøûíi (0, 0, . . . , 0), ñiìïëåêñ-ìåòàä íàêiðóåööà �ó äàë�åêi øëÿõ
ïà �óñiõ 2n âÿðøûíÿõ øìàòãðàííiêà Pε, êàëi ç áàçiñà âûäàëÿåööà ðàäîê ç
íàéìåíøûì ïàòýíöûÿëàì (ïðàâiëà íàéìåíøû àäìî�óíû), àáî ðàäîê ç íàé-
ìåíøûì íóìàðàì ñÿðîä ðàäêî�ó ç àäìî�óíûì ïàòýíöûÿëàì (ïðàâiëà ïåðøû
ïàäûõîäçÿ÷û). Òðýáà òàêñàìà çàçíà÷ûöü, øòî ïðûêëàäû ç ýêñïàíåíöûÿëü-
íàé êîëüêàñöþ iòýðàöûé ïàáóäàâàíû i äëÿ àìàëü øòî �óñiõ iíøûõ âÿäîìûõ
âàðûÿíòà�ó ñiìïëåêñ-ìåòàäà. Òàìó ìàã÷ûìàñöü ïàáóäîâû ñiìïëåêñ-ìåòàäà ç
ïàëiíàìiÿëüíàé ïà n,m êîëüêàñöþ iòýðàöûé àöýíüâàåööà äàâîëi ïåñiìiñòû÷-
íà.

2.4 Ïðàêòûêàâàííi

1. Äàêàæûöå òýàðýìó 2.2.2.

2. Âûðàøûöå íàñòóïíûÿ çàäà÷û ËÏ ïðàìûì ñiìïëåêñ-ìåòàäàì:

5x1 + 5x2 + 3x3 → max
x1 + 3x2 + x3 ≤ 3,
−x1 + x3 ≤ 2,
2x1 − x2 + 2x3 ≤ 4,
2x1 + 3x2 − x3 ≤ 2,

x1, x2, x3 ≥ 0 ;

x1 + 3x2 − x3 → max
2x1 + 2x2 − x3 ≤ 10,
3x1 − 2x2 + x3 ≤ 10,
x1 − 3x2 + x3 ≤ 10,

x1, x2, x3 ≥ 0 ;

7x1 + 6x2 + 5x3 − 2x4 + 3x5 → max
x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 + 2x5 ≤ 4,

4x1 + 2x2 − 2x3 + x4 + x5 ≤ 3,
2x1 + 4x2 + 4x3 − 2x4 + 5x5 ≤ 5,
3x1 + x2 + 2x3 − x4 − 2x5 ≤ 1,

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0 .
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3. Âûðàøûöå íàñòóïíûÿ çàäà÷û ËÏ äâîéíûì ñiìïëåêñ-ìåòàäàì:

−x1 − 2x2 → max
−3x1 + x2 ≤ −1,
x1 − x2 ≤ 1,

−2x1 + 7x2 ≤ 6,
9x1 − 4x2 ≤ 6,
−5x1 + 2x2 ≤ −3,

7x1 − 3x2 ≤ 6,
x1, x2 ≥ 0 ;

x1 + x2 + x3 → max
x1 − 2x2 + 2x3 ≤ 4,
−x1 + x2 − x3 ≤ 0,

x1, x2, x3 ≥ 0 ;

2x1 + x2 + 4x3 → max
−x1 + 3x2 + x3 ≤ 3,
x1 + x2 + x3 ≤ 4,
x1 − x2 ≤ 0,

x1, x2, x3 ≥ 0 .
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Ãëàâà 3

Ñàìà�óçãîäíåíûÿ ôóíêöûi i

ìåòàä Íüþòàíà

Òýîðûÿ ñàìà�óçãîäíåíûõ ôóíêöûé áûëà ðàñïðàöàâàíà Þ. Íåñöåðàâûì i À.
Íåìiðî�óñêiì ó ìàíàãðàôii [10]. Ó ìåæàõ ãýòàé òýîðûi �óäàëîñÿ ïàêàçàöü,
øòî áîëüøàñöü ìåòàäà�ó óíóòðàíàé êðîïêi, ïåðøàïà÷àòêîâà ðàñïðàöàâàíûõ
äëÿ âûðàøýííÿ ïàëiýäðàëüíûõ çàäà÷ ËÏ, àìàëü øòî áåç çìåí ìîãóöü áûöü
äàñòàñàâàíû äëÿ âûðàøýííÿ àíàëiòû÷íàé çàäà÷û ËÏ, à òàêñàìà øûðîêàãà
êîëà çàäà÷ âûïóêëàé àïòûìiçàöûi.

3.1 Àçíà÷ýííå, ïðûêëàäû i ñâîéñòâû

Âûâó÷àþ÷û �ó íàñòóïíàé ãëàâå ìåòàäû �óíóòðàíàé êðîïêi, ìû áóäçåì ðàç-
ãëÿäàöü àïòûìiçàöûéíûÿ çàäà÷û íàñòóïíàãà âûãëÿäó

inf{f(x) : Ax = b, x ∈ dom F} , (3.1.1)

äçå A ∈Mm,n(R), b ∈ Rm, f(x) = 1
2x

TQx+ cTx �åñöü âûïóêëàÿ êâàäðàòû÷-
íàÿ ôóíêöûÿ (êàëi Q = 0, òî f(x) = cTx ëiíåéíàÿ), à ôóíêöûÿ F çàäàâàëü-
íÿå íàñòóïíûì ÷àòûðîì ñâîéñòâàì:

(B1) dom F �åñöü àäêðûòàå âûïóêëàå ìíîñòâà �óRn i äëÿ ëþáîãà ñàïðà�óäíàãà

t ìíîñòâà Ft
def= {x ∈ dom F : F (x) ≤ t} çàìêí�åíàå;

(B2) F ∈ C3 i �ó êîæíàé êðîïöû x ∈ dom F ìàòðûöà Ãåññý F ′′(x) äàäàòíà-
àçíà÷àíà;

(B3) äëÿ x ∈ dom F i h ∈ Rn ñïðàâÿäëiâà íÿðî�óíàñöü∣∣∣∣ ddthTF ′′(x+ th)h|t=0

∣∣∣∣ ≤ 2‖h‖3F ′′(x);

75
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(B4) (àáìåæàâàíàñöü Íüþòàíà�óñêiõ êðîêà�ó) iñíóå K > 0, øòî Ψ(x) def=
‖F ′(x)‖F ′′(x)−1 ≤ K äëÿ �óñiõ x ∈ dom F .

Ôóíêöûÿ ñà ñâîéñòâàìi (B1)�(B4) íàçûâàåööà ñàìà�óçãîäíåíûì áàð'åðàì
ç ïàðàìåòðàì K äëÿ ìíîñòâà X = cl(dom F ) (öi ïðîñòà K-ñàìà�óçãîäíå-
íûì áàð'åðàì). Ìíîñòâà �óñiõ K-ñàìà�óçãîäíåíûõ áàð'åðà�ó àáàçíà÷àåì ïðàç
SSC(K). Êàëi ôóíêöûÿ F çàäàâàëüíÿå òîëüêi �óìîâàì (B1)�(B3), òî ÿíà
íàçûâàåööà ñòðîãà ñàìà�óçãîäíåíàé (àáàçíà÷àåì F ∈ SSC).

Çðîáiì íåêàëüêi çà�óâàã íàêîíò ñâîéñòâà�ó (B1)�(B4). Ïàòðàáàâàííi �óìîâû
(B1) ýêâiâàëåíòíû òàìó, øòî F (xi) çáÿãàåööà äà áÿñêîíöàñöi äëÿ êîæíàé
ïàñëÿäî�óíàñöi {xi ∈ dom F}, ÿêàÿ çáÿãàåööà äà ãðàíi÷íàé êðîïêi ìíîñòâà
dom F . Êàëi �ó àçíà÷ýííi ñòðîãà ñàìà�óçãîäíåíàé ôóíêöûi âà �óìîâå (B1) ìû
àïóñöiì ïàòðàáàâàííå àá çàìêí�åíàñöi ìíîñòâà�ó Ft, òî ìû àòðûìàåì ïàíÿööå
ñàìà�óçãîäíåíàé ôóíêöûi.

Ç óìîâû (B2) âûíiêàå, øòî F ç'ÿ�óëÿåööà ñòðîãà âûïóêëàé ôóíêöûÿé i
òàìó, êàëi ÿíà àáìåæàâàíà çíiçó, òî ÿíà ìàå àäçiíóþ êðîïêó ìiíiìóìà x(F ).

Óìîâà (B3) àçíà÷àå, øòî �ó êîæíàé êðîïöû x ∈ dom F , äûôôåðýíöûÿë
äðóãîãà ïàðàäêó ôóíêöûi F ëàêàëüíà íåïàðû�óíû ïà Ëiïøûöó �ó ëàêàëü-
íàé ìåòðûöû ‖ · ‖F ′′(x). Ñâîéñòâà (B3) ýêâiâàëåíòíà íàñòóïíàìó, íà ïåðøû
ïîãëÿä, áîëüø ñòðîãàìó ïàòðàáàâàííþ:

(B3') äëÿ x ∈ dom F i u, v, h ∈ Rn âûêîíâàåööà íÿðî�óíàñöü∣∣∣∣ ddtuTF ′′(x+ th)v|t=0

∣∣∣∣ ≤ 2‖u‖F ′′(x)‖v‖F ′′(x)‖h‖F ′′(x).

Ìû ïðûâîäçiì äîêàç ãýòàãà ôàêòà �ó äàäàòêó A (ãë. òýàðýìó A.1). Ïàâiííà
áûöü çðàçóìåëûì, øòî �ó äîêàçàõ ìû áóäçåì âûêàðûñòî�óâàöü áîëüø ìîö-
íàå ñöâÿðäæýííå (B3'); ïðû ïðàâåðöû æ ñàìà�óçãîäíåíàñöi íàì äàñòàòêîâà
äàêàçàöü âûêàíàííå �óìîâû (B3).

Àïîøíÿå ñâîéñòâà (B4) àçíà÷àå, øòî �ó êîæíàé êðîïöû x ∈ dom F äà�óæûíÿ
êðîêó Íüþòàíà F ′′(x)−1F ′(x) ó ëàêàëüíàé ìåòðûöû ‖ · ‖F ′′(x) àáìåæàâàíà
âåëi÷ûí�åé K.

3.1.1 Ïðûêëàäû ñàìà�óçãîäíåíûõ ôóíêöûé

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ïðûâÿäçåì íåêàëüêi ïðûêëàäà�ó ñòðîãà ñàìà�óçãîä-
íåíûõ ôóíêöûé, à òàêñàìà ðàçãëåäçiì øýðàã àïåðàöûé, ÿêiÿ çàõî�óâàþöü
ñàìà�óçãîäíåíàñöü. Àëå ñïà÷àòêó íàì ïàòðýáíà �óâåñöi íåêàëüêi àçíà÷ýííÿ�ó.

Ó äàëåéøûì áóäçå êàðûñíûì ðàçãëÿäàöü ìíîñòâà ôóíêöûÿíàëà�ó (àáà-
çíà÷àåì ïðàç SSC′), ÿêîå àçíà÷àåöö àíàëàãi÷íà ÿê i SSC, òîëüêi �óìîâà, øòî
ìàòðûöû F ′′(x) ïàâiííû áûöü äàäàòíà àçíà÷àíûìi, ïàñëàáëÿåööà i çàìÿíÿ-
åööà ïàòðàáàâàííåì, øòî �óñå ÿíû íåàäìî�óíà àçíà÷àíû. Çàçíà÷ûì àäðàçó,
øòî ãýòà àçíà÷ýííå ïðûâîäçiöü äà íåéêàé íåäàêëàäíàñöi �ó àáàçíà÷ýííÿõ;
íàïðûêëàä, ‖v‖F ′′(x) =

√
vTF ′′(x)v ìîæà íå áûöü íîðìàé. Ìû áóäçåì ñïà-

ñûëàööà íà ôóíêöûÿíàëû ç SSC′ ÿê íà ìàã÷ûìà âûðàäæàíûÿ ñòðîãà ñà-
ìà�óçãîäíåíûÿ ôóíêöûi.
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Ðàçãëåäçiì ïåðøûõ äâà ïðûêëàäû ñàìà�óçãîäíåíûõ ôóíêöûé.

1. Âûïóêëàÿ êâàäðàòû÷íàÿ ôóíêöûÿ: F (x) = 1
2x

TQx + cTx + d
(Q ∈ SMn

+, c ∈ Rn, d ∈ R), dom F = Rn.
Òàê ÿê F ′′(x) = Q äëÿ �óñiõ x ∈ dom F , òî íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî

F ∈ SSC′, à êàëi ìàòðûöà Q äàäàòíà àçíà÷àíà, òî F ∈ SSC. 2

2. Ëàãàðûôìi÷íàÿ ôóíêöûÿ: F (x) = − lnx, dom F = R++.
Ïàêîëüêi F ′′(x) = 1

x2 > 0 i F ′′′(x) = − 2
x3 äëÿ x ∈ dom F , òî ñâîéñòâû

(B1) i (B2) âûêîíâàþööà. Íÿõàé h ∈ Rn. Òàê ÿê ‖h‖F ′′(x) = |h|
x i∣∣∣∣ ddthTF ′′(x+ th)h|t=0

∣∣∣∣ = |F ′′′(x)h3| = 2|h3|
x3

= 2‖h‖3F ′′(x),

òî �óìîâà (B3) òàêñàìà âûêîíâàåööà. 2

Òýàðýìà 3.1.1 Ñàìà�óçãîäíåíàñöü çàõî�óâàåööà ïðû íàñòóïíûõ àïåðàöûÿõ.

a) (Àôiííûÿ ïåðà�óòâàðýííi) Íÿõàé F ∈ SSC′ ç dom F ⊆ Rm, i íÿõàé

y = T (x) def= Ax + b �åñöü àôiííàå ïåðà�óòâàðýíå, äçå A ∈ Mm,n(R) i
b ∈ Rm. Êàëi T (Rn) ∩ dom F 6= ∅, òî F (x) = F (T (x)) íàëåæûöü

SSC′ ç dom F = T−1(dom F ) def= {x ∈ Rn : T (x) ∈ dom F}. Áîëüø
òàãî, êàëi F ∈ SSC i rankA = n, òî F ∈ SSC.

b) (Ñóìàâàííå) Íÿõàé F1, F2 ∈ SSC′ i dom F1∩dom F2 6= ∅. Êàëi p1, p2 ≥
1, òî F (x) = p1F1(x) + p2F2(x) íàëåæûöü SSC′ ç dom F = dom F1 ∩
dom F2. Àêðàìÿ òàãî, êàëi õàöÿ á àäíà ç äçâþõ ôóíêöûé F1 öi F2

ñòðîãà ñàìà�óçãîäíåíàÿ, òî F ∈ SSC.

c) (Ïðàìû çäàáûòàê) Íÿõàé F1, F2 ∈ SSC′ (SSC). Òàäû F (x, y) = F1(x)+
F2(y) íàëåæûöü SSC′ (SSC) ç dom F = dom F1 × dom F2.

d) Íÿõàé F1 ∈ SSC′ (SSC) i F2 � âûïóêëàÿ êâàäðàòû÷íàÿ ôóíêöûÿ.
Òàäû, êàëi t > 0, òî F (x) = F1(x) + tF2(x) íàëåæûöü SSC′ (SSC) ç
dom F = dom F1.

Äîêàç. Ìû àáìÿæóåìñÿ äîêàçàì ïóíêòà a). Äîêàç ñöâÿðäæýííÿ�ó b)�d)
ìû ïàêiäàåì ÷ûòà÷ó �ó ÿêàñöi íåñêëàäàíàãà ïðàêòûêàâàííÿ.

Íÿõàé óñå äàïóø÷ýííi ïóíêòà a) âûêîíâàþööà. Çðàçóìåëà, øòî F ∈ C3.
Äëÿ êîæíàãà x ∈ dom F ìàòðûöà F

′′
(x) = ATF ′′(Ax+ b)A íåàäìî�óíà àçíà-

÷àíà, à êàëi rankA = n i F ′′(x) äàäàòíà àçíà÷àíà, òî F
′′
(x) � òàêñàìà

äàäàòíà àçíà÷àíà. Òàìó �óìîâû (B1) i (B2) âûêîíâàþööà.
Äàêàæàì (B3). Ñïà÷àòêó çàçíà÷ûì, øòî äëÿ x ∈ dom F i h ∈ Rn

‖h‖F ′′(x) = ‖F ′′(Ax+ b)
1
2Ah‖ = ‖Ah‖F ′′(Ax+b).
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Òàìó ∣∣∣∣ ddthTF ′′(x+ th)h|t=0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ddthTATF ′′(A(x+ th) + b)Ah|t=0

∣∣∣∣
≤ 2‖Ah‖3F ′′(Ax+b) = 2‖h‖3

F
′′

(x)

i �óìîâà (B3) òàêñàìà âûêîíâàåööà. 2

3. Ëàãàðûôìi÷íû áàð'åð äëÿ ïàëiýäðà P≤(A, b) �åñöü ôóíêöûÿ

F (x) def= −
m∑
i=1

ln(bi −Aix).

Ïàäðàçóìÿâàåööà, øòî dom F = {x ∈ Rn : Ax < b} 6= ∅. Çàçíà÷ûì, øòî

F ′(x) = ATD(x)−1 e , F ′′(x) = ATD(x)−2A ,

äçå D(x) = diag(b − Ax). Ïðûìÿíÿþ÷û ïóíêòû a) i b) òýàðýìû 3.1.1, ìû
çàêëþ÷àåì, øòî F ∈ SSC′; êàëi rankA = n, òî F ′′(x) ç'ÿ�óëÿåööà äàäàòíà
àçíà÷àíàé i òàìó F ∈ SSC. 2

3.1.2 Ñâîéñòâû ñàìà�óçãîäíåíûõ ôóíêöûé

Íàñòóïíàÿ òýàðýìà äàå ãàëî�óíûÿ òýõíi÷íûÿ ñðîäêi äëÿ äàñëåäàâàííÿ ñòðîãà
ñàìà�óçãîäíåíûõ ôóíêöûé.

Òýàðýìà 3.1.2 Íÿõàé F ∈ SSC′, x ∈ dom F , r ∈ [0, 1). Òàäû

a) ell(x, F ′′(x), r) ⊂ dom F ;

b) äëÿ �óñiõ y ∈ ell(x, F ′′(x), r) i v ∈ Rn âûêîíâàþööà íÿðî�óíàñöi:

(1− r)‖v‖F ′′(x) ≤ ‖v‖F ′′(y) ≤
1

1− r
‖v‖F ′′(x) ; (3.1.2)

c) äëÿ y ∈ dom F ñïðàâÿäëiâà íÿðî�óíàñöü∣∣‖y − x‖F ′′(x) − ‖y − x‖F ′′(y)

∣∣ ≤ ‖y − x‖F ′′(x)‖y − x‖F ′′(y) .

Äîêàç. Ìû ñôàðìóëÿâàëi ñöâÿðäæýííi òýàðýìû çãîäíà ÷àñòàöå iõ âûêà-
ðûñòàííÿ �ó äàëåéøûì. Àëå äàêàçâàöü iõ çðó÷íåé ó àäâàðîòíûì ïàðàäêó.

c) Íÿõàé y ∈ dom F . Óâÿäçåì àáàçíà÷ýííi h = y−x, x(t) = x+ th. Íÿõàé

∆ def= {t ∈ R+ : x(t) ∈ dom F}. Òàê ÿê x, y ∈ dom F i dom F � àäêðûòàå

ìíîñòâà, òî [0, 1] ⊂ ∆. Äëÿ t ∈ ∆, àçíà÷ûì ôóíêöûþ ψ(t) def= hTF ′′(x(t))h.
Ïà (B3) ìàåì

|ψ′(t)| =
∣∣∣∣ ddτ hTF ′′(x(t) + τh)h|τ=0

∣∣∣∣ ≤ 2‖h‖3F ′′(x(t)) = 2(ψ(t))
3
2
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Ç ãýòàé íÿðî�óíàñöi âûíiêàå, øòî àáî ψ(t) ≡ 0 äëÿ �óñiõ t ∈ ∆, àáî ψ(t) > 0
äëÿ t ∈ ∆1. Ó ïåðøûì âûïàäêó

‖h‖F ′′(x) = ‖h‖F ′′(x(0)) = ‖h‖F ′′(x(1)) = ‖h‖F ′′(y)

i c) âûêîíâàåööà. Ó äðóãiì âûïàäêó∣∣∣(ψ− 1
2 (t))′

∣∣∣ ≤ 1 ,

öi ∣∣∣ψ− 1
2 (t)− ψ− 1

2 (0)
∣∣∣ ≤ t. (3.1.3)

Ó ïðûâàòíûì âûïàäêó, äëÿ t = 1 àòðûìëiâàåì∣∣∣ψ 1
2 (0)− ψ 1

2 (1)
∣∣∣ ≤ ψ 1

2 (0) · ψ 1
2 (1) ,

öi, øòî òîå ñàìàå,∣∣‖h‖F ′′(x) − ‖h‖F ′′(y)

∣∣ ≤ ‖h‖F ′′(x)‖h‖F ′′(y) .

Òàêiì ÷ûíàì, i �ó ãýòûì âûïàäêó c) âûêîíâàåööà.
b) Ñïà÷àòêó ìû äàêàæàì ñöâÿðäæýííå ïóíêòà b) ïðû äàïóø÷ýííi, øòî

y ∈ dom F ∩ell(x, F ′′(x), r). Ïàçíåé, êàëi ìû äàêàæàì ïóíêò a), äàïóø÷ýííå
y ∈ dom F áóäçå çíÿòà. Çàçíà÷ûì òàêñàìà, øòî äîêàç ïóíêòà a) àáàïiðàåööà
íà ïóíêò b), àëå òàì çàãàäçÿ âÿäîìà, øòî êðîïêà y ∈ dom F .

Íÿõàé v ∈ Rn. Äëÿ

t ∈ δ def= {t ∈ ∆ : ‖x(t)− x‖F ′′(x) < 1} = [0, τ),

àçíà÷ûì φ(t) def= vTF ′′(x(t))v. Ïà òýàðýìå 3.1.1 (ïóíêò a)) çàêëþ÷àåì, øòî φ
� ñàìà�óçãîäíåíàÿ ôóíêöûÿ. Òàê ÿê ‖x(1)−x(0)‖F ′′(x) = ‖y−x‖F ′′(x) ≤ r < 1,
òî [0, 1] ∈ δ. Ïà (B3') ìàåì

|φ′(t)| =
∣∣∣ ddξ vTF ′′(x(t) + ξh)v|ξ=0

∣∣∣
≤ 2‖v‖2F ′′(x(t)) · ‖h‖F ′′(x(t))

= 2φ(t)ψ
1
2 (t) .

(3.1.4)

Êàëi ψ(t) ≡ 0, òî ç (3.1.4) âûíiêàå, øòî φ(t) ≡ const íà δ. Òàìó ‖v‖2F ′′(x) =
φ(0) = φ(1) = ‖v‖2F ′′(y) i, çðàçóìåëà, �ó ãýòûì âûïàäêó b) âûêîíâàåööà.

Öÿïåð ðàçãëåäçiì âûïàäàê, êàëi ψ(t) > 0 äëÿ �óñiõ t ∈ ∆. Ïàêîëüêi
ψ

1
2 (0) = ‖y − x‖F ′′(x) ≤ r, ç (3.1.3) àòðûìëiâàåì, øòî

ψ
1
2 (t) ≤ r

1− tr
1 Âû âûêàðûñòàëi äîáðà-âÿäîìàå ñëåäñòâà ç òýàðýìû àá àäçiíàñöi ðàøýííÿ ñiñòýìû äû-

ôåðýíöûÿëüíûõ óðà�óíåííÿ�ó: êàëi àáñàëþòíà íåïàðû�óíàÿ ñàïðà�óäíàÿ ôóíêöûÿ f , àçíà-
÷àíàÿ íà ñåãìåíöå ∆ ⊂ R, çàäàâàëüíÿå íÿðî�óíàñöi |f ′(t)| ≤ g(t)|f(t)|, äçå g ñóìiðóåìàÿ
ôóíêöûÿ, òî àáî f ≡ 0 íà ∆, àáî f íå ïðûìàå íóëÿâîãà çíà÷ýííÿ íà ãýòûì ñåãìåíöå.
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äëÿ �óñiõ t ∈ δ. ßê âûíiê, ïðàöÿãâàþ÷û (3.1.4), ìàåì

|φ′(t)| ≤ 2rφ(t)
1− tr

äëÿ �óñiõ t ∈ δ. Òàêiì ÷ûíàì, àáî φ ≡ 0 íà δ (ãýòû âûïàäàê ìû �óæî ðàçãëÿä-
çåëi âûøýé), àáî φ(t) > 0 äëÿ �óñiõ t ∈ δ. Ó àïîøíiì âûïàäêó ñïðàâÿäëiâà
íÿðî�óíàñöü ∣∣∣∣ln φ(t)

φ(0)

∣∣∣∣ ≤ 2 ln
1

1− tr
,

ÿêàÿ ïà àçíà÷ýííþ φ ïðû t = 1 ç'ÿ�óëÿåööà ïåðàôàðìóë�å�óêàé íÿðî�óíàñöi
(3.1.2).

a) Íàì òðýáà äàêàçàöü, øòî, êàëi y ∈ Rn i ‖y − x‖F ′′(x) < 1, òî y ∈
dom F . Íÿõàé h, x(t) i δ àçíà÷àíû ÿê i âûøýé. Íàì äàñòàòêîâà äàêàçàöü,
øòî τ = 1/‖h‖F ′′(x). Äàïóñöiì, øòî ãýòà íå òàê i τ‖h|F ′′(x) < 1. Ïðûìÿíÿþ÷û
b) äëÿ êðîïàê x(t) (x(t) ïàäñòà�óëÿåì çàìåñò y), t ∈ δ, ìû �óáà÷ûì, øòî

äðóãiÿ âûòâîðíûÿ ôóíêöûi g(t) def= F (x(t)) àáìåæàâàíû äëÿ �óñiõ t ∈ δ i, ÿê
ñëåäñòâà, g � òàêñàìà àáìåæàâàíà íà δ. Çãîäíà (B1), ãýòà àçíà÷àå, øòî

x(τ) = lim
t→τ−0

x(t) ∈ dom F .

Ïàêîëüêi ìíîñòâà dom F àäêðûòàå, òî x(t) ∈ dom F äëÿ íåéêàãà t > τ . Ç
óëiêàì äàïóø÷ýííÿ τ‖h‖F ′′(x) < 1, àïîøíÿå �óëó÷ýííå ñóïÿðý÷ûöü àçíà÷ýí-
íþ τ . Ãýòà äàêàçâàå a). 2

Íÿõàé β ∈ (0, 1]. Ìàòðûöà A ∈Mn,n(R) íàçûâàåööà β-�óçãîäíåíàé ç ìàò-
ðûöàé B ∈ Mn,n(R), êàëi äëÿ �óñiõ v ∈ Rn âûêîíâàþööà íàñòóïíûÿ íÿ-
ðî�óíàñöi:

β2vTAv ≤ vTBv ≤ 1
β2
vTAv.

Çà�óâàæûì, øòî 1-�óçãîäíåíàñöü íÿâûðàäæàíûõ ìàòðûö A i B àçíà÷àå, øòî
A = B.

Òýàðýìà 3.1.3 Íÿõàé F ∈ SSC′, x ∈ dom F , i íÿâûðàäæàíàÿ ñiìåòðû÷-
íàÿ ìàòðûöà G β-�óçãîäíåíà ç F ′′(x). Äàïóñöiì y ∈ Rn i r = ‖y − x‖G < β.
Òàäû y ∈ dom F i âûêîíâàþööà íàñòóïíûÿ íÿðî�óíàñöi:

(β − r)‖v‖G ≤ ‖v‖F ′′(y) ≤
‖v‖G
β − r

äëÿ �óñiõ v ∈ Rn , (3.1.5)

F (y) ≤ F (x) + F ′(x)T (y − x)− ln(1− r/β)− r/β , (3.1.6)

F (x) ≤ F (y) + F ′(y)T (x− y) + ln(1− r/β) +
r

β − r
, (3.1.7)

‖F ′(y)− F ′(x)−G(y − x)‖G−1 ≤
(

1
β(β − r)

− 1
)
r. (3.1.8)
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Äîêàç. Çà�óâàæûì ñïà÷àòêó, øòî, òàê ÿê β > 0 i F ′′(x) íåàäìî�óíà àçíà-
÷àíà, òî ìàòðûöà G òàêñàìà íåàäìî�óíà àçíà÷àíà.

Òàê ÿê

‖y − x‖F ′′(x) ≤
1
β
‖y − x‖G < 1,

ïà òýàðýìå 3.1.2 (ïóíêò a)) çàêëþ÷àåì, øòî y ∈ dom F , i òàìó, çãîäíà (3.1.2),
ìàåì

‖v‖F ′′(y) ≤
‖v‖F ′′(x)

1− ‖y − x‖F ′′(x)
≤ ‖v‖G
β − r

.

Àíàëàãi÷íà,

‖v‖F ′′(y) ≥ (1− ‖y − x‖F ′′(x))‖v‖F ′′(x) ≥ (1− r/β)β‖v‖G = (β − r)‖v‖G .

Öÿïåð äàêàæàì íÿðî�óíàñöü (3.1.6). Âûêàðûñòî�óâàþ÷û íÿðî�óíàñöü (3.1.5),
àòðûìëiâàåì

F (y)− F (x) − F ′(x)T (y − x) =

=
∫ 1

0

θ

∫ 1

0

(y − x)TF ′′(x+ τθ(y − x))(y − x) dτ dθ

≤
∫ 1

0

θ

∫ 1

0

(y − x)TG(y − x)
(β − τθr)2

dτ dθ

= r2

∫ 1

0

θ

∫ 1

0

1
(β − τθr)2

dτ dθ

= − ln(1− r/β)− r/β .

Äîêàç íÿðî�óíàñöi (3.1.7) ïî�óíàñöþ ïàðàëåëüíû äîêàçó íÿðî�óíàñöi (3.1.6),
êàëi x i y ïàìÿíÿöü ìåñöàìi i âûêàðûñòî�óâàöü íÿðî�óíàñöü

vTF ′′(y + τθ(x− y))v ≤ 1
(β − (1− τθ)r)2

vTGv

çàìåñò íÿðî�óíàñöi

vTF ′′(x+ τθ(y − x))v ≤ 1
(β − τθr)2

vTGv;

äýòàëi ìû ïàêiäàåì ÷ûòà÷ó.
Çàñòàëîñÿ äàêàçàöü (3.1.8). Ñïà÷àòêó çà�óâàæûì, øòî

‖F ′(y)− F ′(x)−G(y − x)‖G−1 = ‖(B −G)(y − x)‖G−1 ,

äçå

B
def=
∫ 1

0

F ′′(x+ θ(y − x)) dθ.

Iíòýãðóþ÷û íÿðî�óíàñöi

(β − θr)2vTGv ≤ vTF ′′(x+ θ(y − x))v ≤ 1
(β − θr)2

vTGv
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ïà θ, 0 ≤ θ ≤ 1, àòðûìëiâàåì

β(β − r)vTGv ≤ vTBv ≤ 1
β(β − r)

vTGv,

öi, øòî òîå ñàìàå,

(β(β − r)− 1)vTGv ≤ vT (B −G)v ≤
(

1
β(β − r)

− 1
)
vTGv.

Òàê ÿê G íåàäìî�óíà àçíà÷àíà, òî ÿíà ìàå êâàäðàòíû êîðàíü G
1
2 . Íÿõàé

v = G−
1
2 ξ. Òàäû

(β(β − r)− 1)‖ξ‖2 ≤ ξTG− 1
2 (B −G)G−

1
2 ξ ≤

(
1

β(β − r)
− 1
)
‖ξ‖2.

Àïîøíÿÿ íÿðî�óíàñöü àçíà÷àå, øòî

‖G− 1
2 (B −G)G−

1
2 ‖ ≤ 1

β(β − r)
− 1.

Àäêóëü

‖(B −G)(y − x)‖G−1 = ‖G− 1
2 (B −G)G−

1
2G

1
2 (y − x)‖

≤ ‖G− 1
2 (B −G)G−

1
2 ‖ · ‖(y − x)‖G

≤
(

1
β(β − r)

− 1
)
r.

2

3.2 Ìiíiìiçàöûÿ ñàìà�óçãîäíåíûõ ôóíêöûé. Ìå-

òàä Íüþòàíà

Êàá ëåïø çðàçóìåöü ðîëþ ñòðîãà ñàìà�óçãîäíåíûõ ôóíêöûé ó àïòûìiçàöûi,
êàðûñíà ðàçãëåäçåöü íàñòóïíóþ çàäà÷ó áåçóìî�óíàé àïòûìiçàöûi

min
x
F (x), (3.2.9)

äçå F ∈ SSC. Äàïóñöiì, øòî F (x) àáìåæàâàíà çíiçó. Ó ãýòûì âûïàäêó,
òàê ÿê F ñòðîãà âûïóêëàÿ, ÿíà ìàå àäçiíû ìiíiìóì, ÿêi áóäçåì àáàçíà÷àöü
ïðàç x(F ). Íàñòóïíàÿ òýàðýìà ïàêàçâàå, ÿê ìîæíà ïðàâåðûöü, øòî äàäçåíàÿ
êðîïêà x ∈ dom F çíàõîäçiööà äàñòàòêîâà áëiçêà àä x(F ).

Òýàðýìà 3.2.1 Íÿõàé F ∈ SSC, x ∈ dom F , i ñiìåòðû÷íàÿ ìàòðûöà G

ç'ÿ�óëÿåööà β-�óçãîäíåíàé ç F ′′(x). Êàëi γ def= ‖F ′(x)‖G−1 < β3, òî

r
def= ‖x(F )− x‖G ≤

γ

β2 − γ/β
.
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Íààäâàðîò, êàëi r < β, òî

γ ≤ r

β(β − r)
.

Äîêàç. Ñïà÷àòêó äàêàæàì âåðõíþþ ìÿæó íà r. Ïà òýàðýìå 3.1.2 (ïóíêò
c)) äëÿ y ∈ dom F âûêîíâàåööà íÿðî�óíàñöü:

‖y − x‖F ′′(y) ≥
‖y − x‖F ′′(x)

1 + ‖y − x‖F ′′(x)
≥ β2‖y − x‖G
β + ‖y − x‖G

.

Êàëi ïðûìÿíiöü ãýòó íÿðî�óíàñöü äëÿ y = x + τ(x(F ) − x), äçå τ ∈ [0, 1], òî
àòðûìàåì

‖x(F )− x‖F ′′(y) =
1
τ
‖y − x‖F ′′(y)

≥ β2‖x(F )− x‖G
β + τ‖x(F )− x‖G

≥ β2r

β + τr

Òàê ÿê F ′(x(F )) = 0, òî ìàåì

γr = ‖F ′(x)G−
1
2 ‖ · ‖G 1

2 (x(F )− x)‖
≥ −F ′(x)T (x(F )− x)
= (F ′(x(F ))− F ′(x))T (x(F )− x)

=
∫ 1

0

(x(F )− x)TF ′′(x+ τ(x(F )− x))(x(F )− x) dτ

≥ β4r2

∫ 1

0

1
(β + τr)2

dτ

=
β3r2

β + r
,

öi, ïàñëÿ ïåðàãðóïî�óêi, βγ ≥ (β3 − γ)r. Òàê ÿê γ < β3, òî r ≤ βγ/(β3 − γ).
Öÿïåð äàêàæàì ñïðàâÿäëiâàñöü âåðõíÿé ìÿæû íà âåëi÷ûíþ γ. Ãýòà àö-

ýíêà, âiäàâî÷íà, ñïðàâÿäëiâà, êàëi γ ≤ r. Òàìó äàïóñöiì, øòî γ > r. Òàê ÿê
r < β, âûêàðûñòî�óâàþ÷û íÿðî�óíàñöü (3.1.8) ç òýàðýìû 3.1.3, àòðûìëiâàåì(

1
β(β − r)

− 1
)2

r2 ≥

≥ ‖F ′(x(F ))− F ′(x)−G(x(F )− x)‖2G−1

= F ′(x)TG−1F ′(x) + 2F ′(x)T (x(F )− x) +
(x(F )− x)TG(x(F )− x)

≥ γ2 − 2γr + r2 = (γ − r)2.

öi, ïàñëÿ ïåðàãðóïî�óêi,
γ ≤ r

β(β − r)
.
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2

Àãóëüíà ïðûíÿòà âûìÿðàöü àäëåãëàñöü àä äàäçåíàé êðîïêi äà êðîïêi
x(F ) ó ìåòðûöû, çàäàâàåìàé íîðìàé ‖ · ‖F ′′(x(F )). Òàìó äëÿ x ∈ dom F

àçíà÷ûì r(x) def= ‖x(F ) − x‖F ′′(x(F )). Êàëi x çíàõîäçiööà äàñòàòêîâà áëiçêà

àä x(F ), áîëüø äàêëàäíà, êàëi r(x) def= ‖x(F )−x‖F ′′(x) < 1, òî, çãîäíà (3.1.2),

r(x) ≤ r(x)
1− r(x)

. (3.2.10)

Ôîðìóëà (3.2.10) àïðà�óäâàå âûêàðûñòàííå ëàêàëüíàé íîðìû ‖·‖F ′′(x) çàìåñò
íîðìû ‖ · ‖F ′′(x(F )).

Ïðûìÿíÿþ÷û òýàðýìó 3.2.1 äëÿ β = 1, àòðûìëiâàåì

Âûíiê 3.2.1 Íÿõàé F ∈ SSC, x ∈ dom F . Êàëi Ψ(F, x) < 1, òî

r(x) ≤ Ψ(F, x)
1−Ψ(F, x)

.

Íààäâàðîò, êàëi r(x) < 1, òî

Ψ(F, x) ≤ r(x)
1− r(x)

.

Íàéáîëüø ôóíäàìåíòàëüíàé iòýðàöûéíàé ïðàöýäóðàé äëÿ ðàøýííÿ ãëàä-
êiõ çàäà÷ áåçóìî�óíàé àïòûìiçàöûi ç'ÿ�óëÿåööà ìåòàä Íüþòàíà. ßãî ïàâîä-
çiíû �ó ïðûìÿíåííi äà ìiíiìiçàöûi ñàìà�óçãîäíåíûõ ôóíêöûé õàðàêòýðûçó-
þööà íàñòóïíàé òýàðýìàé.

Òýàðýìà 3.2.2 Íÿõàé F ∈ SSC, x ∈ dom F i ñiìåòðû÷íàÿ ìàòðûöà G
ç'ÿ�óëÿåööà β-óçãîäíåíàé ç F ′′(x). Òàäû ñïðàâÿäëiâà íàñòóïíàå:

a) êðîïêà

y = x− β2G−1F ′(x)
1 + β‖F ′(x)‖G−1

íàëåæûöü dom F i

F (y) ≤ F (x)− β‖F ′(x)‖G−1 + ln (1 + β‖F ′(x)‖G−1) ; (3.2.11)

b) êàëi r(x) < β4

1+β2 i z = x−G−1F ′(x), òî z ∈ dom F i

r(z) ≤ r(x) + 1− β2

β4 − (1 + β2)r(x)
r(x) . (3.2.12)

Äîêàç. Òàê ÿê

r
def= ‖y − x‖G =

β2‖F ′(x)‖G−1

1 + β‖F ′(x)‖G−1
< β ,
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ïà òýàðýìå 3.1.3 (íÿðî�óíàñöü (3.1.6)), ìàåì

F (y) ≤ F (x) + F ′(x)T (y − x)− ln(1− r/β)− r/β

= F (x)−
β2‖F ′(x)‖2G−1

1 + β‖F ′(x)‖G−1

− ln
(

1− β‖F ′(x)‖G−1

1 + β‖F ′(x)‖G−1

)
− β‖F ′(x)‖G−1

1 + β‖F ′(x)‖G−1

= F (x)− β‖F ′(x)‖G−1 + ln (1 + β‖F ′(x)‖G−1) .

Öÿïåð äàêàæàì ñöâÿðäæýííå b). Òàê ÿê r
def= ‖x(F )− x‖G ≤ 1

β r(x) < β,
ïà òýàðýìå 3.1.3 (íÿðî�óíàñöü (3.1.8)), ìû àòðûìëiâàåì

‖x(F )− z‖2G = ‖x(F )− x−G−1(F ′(x(F ))− F ′(x))‖2G
= (x(F )− x)TG(x(F )− x)
−2(F ′(x(F ))− F ′(x))T (x(F )− x)
+(F ′(x(F ))− F ′(x))TG−1(F ′(x(F ))− F ′(x))

= ‖F ′(x(F ))− F ′(x)−G(x(F )− x))‖2G−1

≤
(

1
β(β − r)

− 1
)2

r2.

Òàê ÿê

‖z − x‖G = ‖G−1F ′(x)‖G = ‖F ′(x)‖G−1 ≤ r

β(β − r)
< β ,

òî, çãîäíà òýàðýìå 3.1.3, êðîïêà z íàëåæûöü dom F . Ïà òýàðýìå 3.2.1 i (3.1.5)
ç óëiêàì íÿðî�óíàñöi r ≤ 1

β r(x) àòðûìëiâàåì

‖x(F )− z‖F ′′(z) ≤ ‖x(F )− z‖G
β − ‖z − x‖G

≤ 1

β − r

β(β − r)

(
1

β(β − r)
− 1
)
r

=
βr + 1− β2

β3 − (1 + β2)r
r

≤ r(x) + 1− β2

β4 − (1 + β2)r(x)
r(x) .

Ãýòà çàâÿðøàå äîêàç. 2

Âûíiê 3.2.2 Íÿõàé F ∈ SSC, x ∈ dom F . Òàäû ñïðàâÿäëiâà íàñòóïíàå:

a) êðîïêà

y = x− F ′′(x)−1F ′(x)
1 + Ψ(F, x)
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min_SSC(F ,γ,ε,x) // x ∈ dom F
{
for (; Ψ(F, x) ≥ γ;)

x := x− F ′′(x)−1F ′(x)
1 + Ψ(F, x) ;

for (; Ψ2(F, x)
1−Ψ(F, x) > ε;)

x := x− F ′′(x)−1F ′(x);
}

Ðèñ. 3.1: Ìåòàä Íüþòàíà äëÿ ìiíiìiçàöûi ñòðîãà ñàìà�óçãîäíåíàé ôóíêöûi

íàëåæûöü dom F i

F (y) ≤ F (x)−Ψ(F, x) + ln(1 + Ψ(F, x)) ; (3.2.13)

b) êàëi r(x) < 1
2 i z = x− F ′′(x)−1F ′(x), òî

r(z) ≤ r2(x)
1− 2r(x)

. (3.2.14)

Çà�óâàãà 3.2.1 Ðýçóëüòàò, àíàëàãi÷íû òàìó, øòî ïðûâåäçåíû �ó ïóíêöå
b) ñëåäñòâà 3.2.2, ó ëiòàðàòóðû ïà âûëi÷àëüíûõ ìåòàäàõ âÿäîìû ÿê òýàð-
ýìà Êàíòàðîâi÷à.

Âàðûÿíò ìåòàäà Íüþòàíà äëÿ ðàøýííÿ çàäà÷û (3.2.9) ïðàäñòà�óëåíû íà
ìàë. 3.1. Òîå, øòî ôóíêöûÿ F ∈ SSC ç'ÿ�óëÿåööà ïàðàìåòðàì ïðàöýäóðû
min_SSC, àçíà÷àå, øòî ìû ïàâiííû çàáÿñïå÷ûöü ïðàöýäóðó ïàäïðàãðàìàìi
äëÿ âûëi÷ýííÿ ãðàäûåíòà i ìàòðûöû Ãåññý ôóíêöûi F ó êîæíàé êðîïöû
x ∈ dom F .

Òýàðýìà 3.2.3 Äàäçåíà 0 ≤ γ ≤ 1
4 . Ïà÷ûíàþ÷û ç êðîïêi x0 ∈ dom F , àë-

ãàðûòì íà ìàë. 3.1 âûëi÷âàå ε-àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (3.2.9) ïàñëÿ
O(F (x0)− F (x(F ))) iòýðàöûé íà êðîêó 1 i O(log 1

ε ) iòýðàöûé íà êðîêó 2.

Äîêàç. Çãîäíà ïóíêòó a) âûíiêà 3.2.2, êîæíàÿ iòýðàöûÿ êðîêó 1 ïàìÿí-
øàå F (x) íå ìåíåé ÷ûì íà

Ψ(F, x)− ln(1 + Ψ(F, x)) = const.

Òàêiì ÷ûíàì, íà êðîêó 1 ìàã÷ûìà ñàìàå áîëüøàå O(F (x0) − F (x(F ))) iò-
ýðàöûé.

Êàëi àëãàðûòì ñïûíÿåööà, òî

F (x)− F (x(F )) ≤ F ′(x)T (x− x(F ))
≤ ‖F ′(x)‖F ′′(x)−1‖x− x(F )‖F ′′(x)

≤ Ψ2(F, x)
1−Ψ(F, x)

≤ ε ,
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à ãýòà àçíà÷àå, øòî x ç'ÿ�óëÿåööà ε-àïòûìàëüíûì ðàøýííåì çàäà÷û (3.2.9).
Öÿïåð ìû àöýíiì êîëüêàñöü iòýðàöûé íà êðîêó 2. Íÿõàé x(i) àçíà÷àå

êðîïêó x ïàñëÿ i-é iòýðàöûi êðîêó 2, i íÿõàé x(0) �åñöü êðîïêà x ïàñëÿ ïåð-
øàãà êðîêó. Êàëi äëÿ ïðàñòàòû àáàçíà÷ûì r(x(i)) ïðàç ri, òî, çãîäíà âûíiêó
3.2.1,

r0 ≤
Ψ(F, x(0))

1−Ψ(F, x(0))
<

γ

1− γ
≤ 1

3

i
q

def=
r0

1− 2r0
< 1.

Òàìó, çãîäíà ïóíêòó b) âûíiêà 3.2.2,

ri ≤
r2
i−1

1− 2ri−1
<

(
r0

1− 2r0

)i
r0 <

qi

3
.

Ïà òýàðýìå 3.2.1
Ψ(F, x(i)) ≤ ri

1− ri
i òàìó

Ψ2(F, x(i))
1−Ψ(F, x(i))

≤

r2
i

(1− ri)2

1− ri
1− r1

=
r2
i

(1− ri)(1− 2ri)

≤ r2
i

(1− 1/3)(1− 2/3)
<
q2i

2
.

Öÿïåð àöýíêà O(log 1
ε ) íà êîëüêàñöü iòýðàöûé âûíiêàå ç íÿðî�óíàñöi q2i/2 ≤

ε. 2

3.3 Ñàìà�óçãîäíåíûÿ áàð'åðû

Íàïîìíiì, øòî K-ñàìà�óçãîäíåíû áàð'åð äëÿ çàìêí�åíàãà âûïóêëàãà ìíî-
ñòâà X � ãýòà òàêàÿ ñòðîãà ñàìà�óçãîäíåíàÿ ôóíêöûÿ F ç dom F = int X,
ÿêàÿ çàäàâàëüíÿå �óìîâå (B4) àá àáìåæàâàíàñöi �óáûâàííÿ ôóíêöûi �óçäî�óæ
íüþòàíà�óñêàãà íàïðàìêó.

Äëÿ K > 0 àáàçíà÷ûì ïðàç SSC′(K) ïàäìíîñòâà òûõ ôóíêöûÿíàëà�ó ç
SSC′, ÿêiÿ äëÿ �óñiõ x ∈ dom F çàäàâàëüíÿþöü íàñòóïíàìó ñâîéñòâó

lim
t→+0

supF ′(x)T (tI + F ′′(x))−1
F ′(x) ≤ K2. (3.3.15)

Ïàðà�óíàåì ãýòàå ñâîéñòâà ç (B4). Êàëi F ∈ SSC(K) i x ∈ dom F , òî, òàê ÿê
ìàòðûöà F ′′(x) íÿâûðàäæàíà,

lim
t→+0

supF ′(x)T (tI + F ′′(x))−1
F ′(x) = F ′(x)TF ′′(x)−1F ′(x) ≤ K2.



88 Ãëàâà 3. Ñàìà�óçãîäíåíûÿ ôóíêöûI

Ãýòà äàêàçâàå, øòî SSC(K) ⊆ SSC′(K).
Þ. Íåñöåðà�ó i À.Íåìiðî�óñêi [10] äàêàçàëi íàñòóïíû âåëüìi âàæíû i äà-

âîëi íå÷àêàíû ðýçóëüòàò.

Òýàðýìà 3.3.1 Iñíóå àáñàëþòíàÿ êàíñòàíòà C, òàêàÿ, øòî äëÿ êîæíàãà
çàìêí�åíàãà âûïóêëàãà ìíîñòâà S ⊆ Rn iñíóå ôóíêöûÿíàë F ∈ SSC′(C

√
n)

ç dom F = int S. Êàëi S íå �óòðûìëiâàå àôiííàé ïàäïðàñòîðû, òî F ìîæíà
àçíà÷ûöü ïà ïðàâiëó

F (x) = O(1) ln |S∗(x)| , (3.3.16)

äçå O(1) �åñöü íåéêàÿ àáñàëþòíàÿ êàíñòàíòà,

S∗(x) def= {z ∈ Rn : zT (y − x) ≤ 1 äëÿ �óñiõ y ∈ S}

�åñöü ïàëÿðà ìíîñòâà S àäíîñíà êðîïêi x, à | · | àçíà÷àå n-ìåðíóþ ìåðó
Ëåáåãà.

Áàð'åð âûïóêëàãà ìíîñòâà S, àçíà÷àåìû ïà ôîðìóëå (3.3.16), íàçûâàåö-
öà �óíiâåðñàëüíûì. Çà�óâàæûì, øòî �óíiâåðñàëüíû áàð'åð ç'ÿ�óëÿåööà çàëiøíå
ñêëàäàíûì, êàá âûêàðûñòî�óâàöü ÿãî íà ïðàêòûöû (ñêëàäàíà âûëi÷âàöü çíà-
÷ýííi ôóíêöûi, ãðàäûåíòû i ìàòðûöû Ãåññý).

Íàñòóïíàÿ òýàðýìà ç'ÿ�óëÿåööà àìàëü øòî âiäàâî÷íàé (ïàðà�óíàéöå ç òýàð-
ýìàé (3.1.1).

Òýàðýìà 3.3.2 Ñàìà�óçãîäíåíûÿ áàð'åðû iíâàðûÿíòíû ïðû íàñòóïíûõ àïå-
ðàöûÿõ.

a) (Àôiííàå ïåðà�óòâàðýííå) Íÿõàé F ∈ SSC′(K) ç dom F ⊆ Rm, i íÿõàé

T (x) def= Ax+b �åñöü àôiííàå ïåðà�óòâàðýííå, äçå A ∈Mm,n(R) i b ∈ Rm.
Êàëi T (Rn) ∩ dom F 6= ∅, òî F (x) = F (T (x)) íàëåæûöü SSC′(K) ç
dom F = T−1(dom F ). Áîëüø òàãî, êàëi F ∈ SSC(K) i rankA = n,
òî F ∈ SSC(K).

b) (Ñóìàâàííå) Íÿõàé F1 ∈ SSC′(K1), F2 ∈ SSC′(K2) i dom F1∩dom F2 6=
∅. Òàäû F (x) = F1(x)+F2(x) íàëåæûöü SSC′

(√
K2

1 +K2
2

)
ç dom F =

dom F1 ∩dom F2. Àêðàìÿ òàãî, êàëi õàöÿ á àäíà ç äçâþõ ôóíêöûé F1

öi F2 ñòðîãà ñàìà�óçãîäíåíàÿ, òî F ∈ SSC
(√

K2
1 +K2

2

)
.

c) (Ïðàìû çäàáûòàê) Íÿõàé F1 ∈ SSC′(K1), F2 ∈ SSC′(K2). Òàäû F (x, y) =
F1(x) + F2(y) íàëåæûöü SSC′

(√
K2

1 +K2
2

)
ç dom F = dom F1 ×

dom F2. Àêðàìÿ òàãî, êàëi àáåäçâå ôóíêöûi F1 i F2 ñòðîãà ñàìà�óçãîäíåíûÿ,

òî F ∈ SSC
(√

K2
1 +K2

2

)
.

Äîêàç. Çãîäíà òýàðýìå 3.1.1, âà �óñiõ òðîõ âûïàäêàõ íàì äàñòàòêîâà ïðà-
âåðûöü âûêàíàííå �óìîâû (B4). Äëÿ ïðàñòàòû, ìû áóäçåì ëi÷ûöü, øòî �óñå
ôóíêöûi íàëåæàöü êëàñó SSC. Äëÿ ôóíêöûé êëàñà SSC′ äîêàç àíàëàãi÷-
íû, òîëüêi ìàòðûöû F ′′(x) òðýáà ñïà÷àòêó çàìÿíiöü ìàòðûöàìi tI + F ′′(x),
à ïîòûì ïåðàéñöi äà ïðýäçåëó ïðû t→ +0.
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a) Òàê ÿê F
′
(x) = ATF ′(T (x)) i F

′′
(x) = ATF ′′(T (x))A, òî

‖F ′(x)‖2
F
′′

(x)−1 = F ′(T (x))TA
(
ATF ′′(T (x))A

)−1
ATF ′(T (x))

= F ′(T (x))TF ′′(T (x))−
1
2 ×

F ′′(T (x))
1
2A
(
ATF ′′(T (x))A

)−1
ATF ′′(T (x))

1
2 ×

F ′′(T (x))−
1
2F ′(T (x))

≤ ‖F ′(T (x))‖2F ′′(T (x)) ×

‖F ′′(T (x))
1
2A
(
ATF ′′(T (x))A

)−1
ATF ′′(T (x))

1
2 ‖

≤ K2.

Òóò ìû âûêàðûñòàëi òîé ôàêò, øòî íîðìà ìàòðûöû ïðàåêòàâàííÿ

F ′′(T (x))
1
2A
(
ATF ′′(T (x))A

)−1
ATF ′′(T (x))

1
2

ðî�óíà 1.
Ðàçãëÿä ïóíêòà�ó b) i c) ïàêiäàåööà ÷ûòà÷ó �ó ÿêàñöi ïðàêòûêàâàííÿ. 2

3.3.1 Ïðûêëàäû ñàìà�óçãîäíåíûõ áàð'åðà�ó

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ïðûâÿäçåì íåêàëüêi ïðûêëàäà�ó ôóíêöûé ç SSC′(K).

1. Ëþáàÿ ïàñòàÿííàÿ ôóíêöûÿ íà Rn íàëåæûöü SSC′(0). Ìîæíà äà-
êàçàöü, øòî ãýòà àäçiíà ìàã÷ûìû ñàìà�óçãîäíåíû áàð'åð ç dom F = Rn i
òàêñàìà àäçiíû ìàã÷ûìû ñàìà�óçãîäíåíû áàð'åð ç ïàðàìåòðàì ìåíøûì àä-
çiíêi. Ó äàëåéøûì ìû áóäçåì ìåöü ñïðàâó ç áàð'åðàìi äëÿ àñàáiñòûõ ïàä-
ìíîñòâà�ó ç Rn i òàìó iõ ïàðàìåòðû áóäóöü çà�óñ�åäû íå ìåíøûìi àäçiíêi.
2

2. Ëàãàðûôìi÷íàÿ ôóíêöûÿ F (x) = − ln(x) ç dom F = R++. Òàê ÿê
F ∈ SSC i F ′(x)F ′′(x)−1F ′(x) = 1

xx
2 1
x = 1 äëÿ x > 0, òî ìû çàêëþ÷àåì,

øòî F ∈ SSC(1). 2

3. Ëàãàðûôìi÷íû áàð'åð äëÿ ìíîñòâà

G = {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0},

äçå g(x) = 1
2x

TQx + cTx + d � âûïóêëàÿ (Q ∈ SMn
+) êâàäðàòû÷íàÿ ôóíê-

öûÿ. Äàïóñöiì, øòî ìíîñòâà G ìàå íåïóñòóþ �óíóòðàíàñöü. Äàêàæàì, øòî
ôóíêöûÿíàë F (x) = − ln(−g(x)) ç dom F = int G íàëåæûöü SSC′(1).

Çðàçóìåëà, øòî F � âûïóêëàÿ ôóíêöûÿ. Òàêñàìà âiäàâî÷íà, øòî F ∈
C∞ i F (xi)→∞, êàëi ïàñëÿäî�óíàñöü {xi} êðîïàê ç G çáÿãàåööà äà íåéêàé
ãðàíi÷íàé êðîïêi ìíîñòâàG. Òàêiì ÷ûíàì, íàì òðýáà ïðàâåðûöü óìîâû (B3)
i (B4).
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Äëÿ x ∈ int G, h ∈ Rn, çà�óâàæàþ÷û, øòî g′′(x) ≡ Q, àòðûìëiâàåì

F ′(x) = −g
′(x)
g(x)

,

F ′′(x) = −g
′′(x)
g(x)

+
g′(x)g′(x)T

g2(x)
,

d

dt
hTF ′′(x+ th)h|t=0 = 3

hT g′′(x)h · (g′(x)Th)
g2(x)

− 2
(
g′(x)Th
g(x)

)3

.

Ïðû àáàçíà÷ýííÿõ

q
def= −g

′(x)Th
g(x)

, p
def=

√
−h

T g′′(x)h
g(x)

(çàçíà÷ûì, øòî g(x) < 0 äëÿ �óñiõ x ∈ int G), ìàåì

F ′(x)Th = q ,

‖h‖2F ′′(x) = hTF ′′(x)h = q2 + p2,

d

dt
hTF ′′(x+ th)h|t=0 = 3p2q + 2q3.

Êàëi q = 0, òî, âiäàâî÷íà, (B3) âûêîíâàåööà. Äàïóñêàþ÷û, øòî q 6= 0, àò-
ðûìëiâàåì∣∣∣∣ ddthTF ′′(x+ th)h

∣∣∣∣
t=0

= |3p2q + 2q3|

= 2|q|3 + 3p2|q| = 2|q|3
(

1 +
3
2

(
p

q

)2
)

≤ 2|q|3
(

1 +
(
p

q

)2
) 3

2

= 2(p2 + q2)
3
2

= 2‖h‖3F ′′(x) .

Òàêiì ÷ûíàì, ó âûïàäêó, êàëi q 6= 0, (B3) òàêñàìà âûêîíâàåööà.
Íàì çàñòàëîñÿ ïðàâåðûöü (B4). Äëÿ ïðàñòàòû, äàïóñöiì, øòî F ′′(x) äà-

äàòíà àçíà÷àíà; âûïàäàê íåàäìî�óíà àçíà÷àíàé ìàòðûöû F ′′(x) ðàçãëÿäà-
åööà àíàëàãi÷íà, òîëüêi çàìåñò ìàòðûöû F ′′(x) òðýáà âûêàðûñòî�óâàöü ìàò-
ðûöó tI + F ′′(x), à çàòûì ïåðàñöi äà ïðýäçåëó ïðû t → +0. Êàëi ïàêëàñöi
h = F ′′(x)−1F ′(x), àòðûìàåì

q = F ′(x)Th = F ′(x)TF ′′(x)−1F ′(x)
= hTF ′′(x)h = q2 + p2.

Àäêóëü âûíiêàå íÿðî�óíàñöü q ≥ q2, ÿêàÿ âûêîíâàåööà òîëüêi òàäû, êàëi
0 ≤ q ≤ 1. 2
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4. Ëàãàðûôìi÷íû áàð'åð

F (x) = −
m∑
i=1

ln(bi −Aix)

äëÿ ïàëiýäðà P≤(A, b) íàëåæûöü SSC′(
√
m), ïðû÷ûì, êàëi rankA = n, òî

F ∈ SSC(
√
m).

Òàê ÿê ëàãàðûôìi÷íàÿ ôóíêöûÿ íàëåæûöü SSC(1), òî ãýòû ôàêò âûíi-
êàå ç ïóíêòà�ó a) i b) òýàðýìû 3.3.2. 2

5.Ëàãàðûôìi÷íû áàð'åð äëÿ âûïóêëûõ êâàäðàòû÷íûõ àáìåæà-
âàííÿ�ó. Íÿõàé

G = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} ,

äçå �óñå gi : Rn → R ç'ÿ�óëÿþööà âûïóêëûìi êâàäðàòû÷íûìi ôóíêöûÿìi.
Êàëi int G 6= ∅, òî, çãîäíà ïóíêòó b) òýàðýìû 3.3.2, ôóíêöûÿ

F (x) = −
m∑
i=1

ln(−gi(x))

ç dom F = int G íàëåæûöü SSC ′ (
√
m). 2

Óñå ñàìà�óçãîäíåíûÿ áàð'åðû, ÿêiÿ ìû �óæî ïàñïåëi ðàçãëåäçåöü, ç'ÿ�óëÿþööà
ïðûâàòíûìi âûïàäêàìi áàð'åðà ç íàñòóïíàé òýàðýìû.

Òýàðýìà 3.3.3 Íÿõàé g : Rn → R �åñöü ïàëiíîì ïàðàäêó m ≥ 0, D �
çàìêí�åíàå âûïóêëàå ìíîñòâà �ó Rn, òàêîå, øòî g(x) > 0 äëÿ �óñiõ x ∈ int D
i g(x) = 0 äëÿ x ∈ bdD. Äàïóñöiì, øòî äëÿ �óñiõ x ∈ int D i h ∈ Rn ïàëiíîì

px,h(t) def= g(x+ th) �åñöü êàíñòàíòà, öi ìàå òîëüêi ñàïðà�óäíûÿ êîðàíi. Òàäû

ôóíêöûÿ F (x) def= − ln g(x) ç dom F = int D íàëåæûöü SSC′(
√
m). Êàëi

px,h 6≡ const äëÿ �óñiõ x ∈ int D i íåíóëÿâûõ h ∈ Rn, òî F ∈ SSC(
√
m).

Äîêàç. Âiäàâî÷íà, øòî ôóíêöûÿ F çàäàâàëüíÿå �óìîâå (B1). Íÿõàé x ∈
int D, h ∈ Rn, h 6= 0, à px,h �åñöü ïàëiíîì ñòóïåíi k ≤ m ç êîðàíÿìi
t1, t2, . . . , tk. Âûïàäàê, êàëi px,h ≡ const, ìû ïðàïàíóåì ÷ûòà÷ó ïðààíàëi-
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çàâàöü ñàìàñòîéíà. Òàê ÿê

px,h(t) = a

k∏
i=1

(t− ti) ,

φ(t) def= F (x+ th) = − ln g(x+ th) = −
k∑
i=1

ln |t− ti| − ln |a| ,

φ′(t) = F ′(x+ th)Th = −
k∑
i=1

1
|t− ti|

,

φ′′(t) = hTF ′′(x+ th)h =
k∑
i=1

1
(t− ti)2

,

φ′′′(t) =
d

dt
hTF ′′(x+ th)h|t=0 = −2

k∑
i=1

1
(t− ti)3

,

Òàê ÿê hTF ′′(x)h =
∑k
i=1 1/t2i > 0, òî ìàòðûöà F ′′(x) äàäàòíà àçíà÷àíà.

Òàìó (B2) âûêîíâàåööà.
Óìîâà (B3) âûíiêàå ç íàñòóïíàãà ëàíöóãà

∣∣∣∣ ddthTF ′′(x+ th)h|t=0

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

1
t3i

∣∣∣∣∣
≤ 2

(
k∑
i=1

1
t2i

) 3
2

= 2‖h‖3F ′′(x).

Íàì çàñòàëîñÿ äàêàçàöü (B4). Íÿõàé h = F ′′(x)−1F ′(x). Çãîäíà ïóíêòàì
a) i b) òýàðýìû 3.3.2, ôóíêöûÿ φ ç'ÿ�óëÿåööà

√
k-ñàìà�óçãîäíåíûì áàð'åðàì.

Òàê ÿê φ′(0) = F ′(x)TF ′′(x)−1F ′(x) i φ′′(0) = F ′(x)TF ′′(x)−1F ′(x), òî

m ≥ k ≥ (φ′(0))2

φ′′(0)
= F ′(x)TF ′′(x)−1F ′(x).

2

Ó çàêëþ÷ýííå, ïðûâÿäçåì ÿø÷ý àäçií âàæíû ïðûêëàä.

6. Áàð'åð äëÿ ñiñòýìû ïà�óàçíà÷àíûõ íÿðî�óíàñöåé. Äàïóø÷àëüíû
àáñÿã D çàäà÷û ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ �ó íàðìàëüíàé ôîðìå (1.5)
çàäàåööà ñiñòýìàé ïà�óàçíà÷àíûõ íÿðî�óíàñöåé

n∑
i=1

Aixi ≤SMm
+
B , (3.3.17)
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äçå B ∈ SMm, Ai ∈ SMm (i = 1, . . . , n). Òàêiì ÷ûíàì,

D
def=

{
x ∈ Rn : B −

n∑
i=1

Aixi ∈ SMm
+

}
,

int D def=

{
x ∈ Rn : B −

n∑
i=1

Aixi ∈ SMm
++

}
.

Äàïóñöiì, øòî int D 6= ∅. Àçíà÷ûì ôóíêöûÿíàë

F (x) def= − ln det

(
B −

n∑
i=1

Aixi

)

ç dom F = int D. Òàê ÿê

g(x) def= det

(
B −

n∑
i=1

Aixi

)

�åñöü ïàëiíîì m-é ñòóïåíi, g(x) > 0 äëÿ x ∈ int D i g(x) = 0 äëÿ x ∈ bdD,
òî ïà òýàðýìå 3.3.3 ðîáiì âûñíîâó, øòî F ∈ SSC′ (

√
m). Êàëi, ó äàäàòàê,

ìàòðûöû Ai (i = 1, . . . , n) ëiíåéíà íåçàëåæíû, ã. çí.

n∑
i=1

λiA
i 6= 0 äëÿ ëþáîãà λ ∈ Rn, λ 6= 0,

òî íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî äëÿ ëþáûõ x ∈ int D i íåíóëÿâûõ h ∈ Rn

ïàëiíîì px,h(t) 6= const. Ó ãýòûì âûïàäêó, çãîäíà òýàðýìå 3.3.3, F ç'ÿ�óëÿåööà√
m-ñàìà�óçãîäíåíûì áàð'åðàì äëÿ ìíîñòâà D.
Ïàêàæàì, ÿê ìîæíà âûëi÷ûöü ãðàäûåíò i ìàòðûöó äðóãiõ âûòâîðíûõ

ôóíêöûi F . Àçíà÷àíûì ôóíêöûÿíàë

V (X) def= − ln detX

ç dom V = int SMn
+ = SMn

++. Äëÿ X ∈ SMn
++ i H,U ∈ SMn ñïðàâÿäëiâû

ôîðìóëû:

∂V (X)
∂H

= − d

dt
ln det(X + tH)|t=0

= − d

dt
ln det(X(I + tX−1H))|t=0

= − d

dt

(
ln detX + ln det(I + tX−1H)

)
|t=0 (3.3.18)

= − d

dt
ln det(I + tX−1H))|t=0 = Tr(X−1H) ,

∂2V (X)
∂H ∂U

= − d

dt
Tr
(
(X + tH)−1U

)
|t=0 = Tr(X−1HX−1U) . (3.3.19)
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Íÿõàé x ∈ dom F , Y = B−
∑n
i=1A

ixi. Ç óëiêàì ôîðìóë (3.3.18) i (3.3.19),
ìû ìîæàì âûëi÷ûöü êàìïàíåíòû ãðàäûåíòà F ′(x) i ìàòðûöû Ãåññý F ′′(x)
ïà ôîðìóëàõ:

∂F (x)
∂xi

= −∂V (X)
∂Ai

= Tr(−Y −1Ai), i = 1, . . . , n , (3.3.20)

∂2F (x)
∂xi ∂xj

=
∂2V (X)
∂Ai ∂Aj

= Tr(Y −1AiY −1Aj), i, j = 1, . . . , n . (3.3.21)

2

3.3.2 Ëàãàðûôìi÷íà àäíàðîäíûÿ áàð'åðû

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ðàçãëåäçiì ñïåöûÿëüíû êëàñ ñàìà�óçãîäíåíûõ áàð'å-
ðà�ó F , ÿêiÿ çàäàâàëüíÿþöü íàñòóïíûì äçâþì äàäàòêîâûì óìîâàì:

• dom F �åñöü àäêðûòû íåïóñòû âûïóêëû êîíóñ;

• F ç'ÿ�óëÿåööà K2-ëàãàðûôìi÷íà àäíàðîäíàé, ã. çí.

F (tx) = F (x)−K2 ln t. (3.3.22)

Òàêiÿ áàð'åðû áóäçåì íàçûâàöü K-íàðìàëüíûìi. Àáàçíà÷ûì ìíîñòâà �óñiõ
K-íàðìàëüíûõ áàð'åðà�ó ïðàç BN(K).

Òýàðýìà 3.3.4 Êàëi F � K-íàðìàëüíû áàð'åð, òî äëÿ x ∈ dom F âûêîí-
âàþööà íàñòóïíûÿ ðî�óíàñöi:

F ′(tx) =
1
t
F ′(x) äëÿ t > 0, (3.3.23)

F ′(x) = −F ′′(x)x, (3.3.24)

F ′(x)Tx = −K2, (3.3.25)

xTF ′′(x)x = K2, (3.3.26)

Ψ(F, x) = K . (3.3.27)

Äîêàç. Äûôôåðýíöóþ÷û (3.3.22) ïà t, àòðûìëiâàåì

F ′(tx)Tx = −K
2

t
.

Ïðû t = 1 ãýòà ðî�óíàñöü ïåðà�óòâàðàåööà �ó (3.3.25). Äûôôåðýíöóþ÷û (3.3.25)
ïà x, àòðûìëiâàåì (3.3.24). Äàìíàæàþ÷û (3.3.24) íà x i âûêàðûñòî�óâàþ÷û
(3.3.25), àòðûìëiâàåì (3.3.26). Ïàäñòà�óëÿþ÷û x = −F ′′(x)−1F ′(x) ó (3.3.26),
àòðûìëiâàåì F ′(x)TF ′′(x)−1F ′(x) = K2, øòî ðà�óíàçíà÷íà (3.3.27). 2

Ðàçãëåäçiì íåêàëüêi ïðûêëàäà�ó.
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7. Còàíäàðòíû ëàãàðûôìi÷íû áàð'åð F (x) = −
∑n
i=1 lnxi äëÿ íåàä-

ìî�óíàãà àðòàíòà Rn
+ ç'ÿ�óëÿåööà

√
n-íàðìàëüíûì áàð'åðàì. 2

8. Ëàãàðûôìi÷íû áàð'åð äëÿ íàäãðàôiêà ÿ�óêëiäàâàé íîðìû

C = {(t, x) ∈ R×Rn : t ≥ ‖x‖}

�åñöü ôóíêöûÿ F (t, x) = − ln(t2 − xTx) ç dom F = int C. Ïà òýàðýìå 3.3.3
ðîáiì âûñíîâó, øòî F ∈ SSC(

√
2). Âiäàâî÷íà, øòî ôóíêöûÿ F � 2-ëàãàðûôìi÷íà

àäíàðîäíàÿ. Òàìó F ç'ÿ�óëÿåööà
√

2-íàðìàëüíûì áàð'åðàì. 2

9. Áàð'åð äëÿ êîíóñà âåðõíiõ òðîõâóãîëüíiêà�ó íåàäìî�óíà àçíà-
÷àíûõ ìàòðûö. Íà ïðàêòûöû ñiìåòðû÷íàÿ ìàòðûöà X ∈ SMn çâû÷àé-
íà ïðàäñòà�óëÿåööà ÿå âåðõíiì òðîõâóãîëüíiêàì. Àçíà÷ûì àäëþñòðàâàííå
T : SMn → R

n(n+1)
2 ïà ïðàâiëó:

T (X) def= (x11, . . . , x1n, x22, . . . , x2n, . . . , xn−1,n−1, xn−1,n, xnn).

Àäâàðîòíàå àäëþñòðàâàííå T−1 : R
n(n+1)

2 → SMn àçíà÷àåööà ïà ïðàâiëó:

T−1(x) =
n∑
i=1

n∑
j=i

x(i−1)n+jE(i, j),

äçå E(i, j) = eie
T
j + eje

T
i . Àáàçíà÷ûì êîíóñ T (SMn

+) ïðàç UMn
+. Çàçíà÷ûì,

øòî ýëåìåíòû êîíóñà UMn
+ ìîæíà ðàçãëÿäàöü ÿê âåðõíiÿ òðîõâóãîëüíiêi

íåàäìî�óíà àçíà÷àíûõ ìàòðûö. Òàìó ìû áóäåì íàçûâàöü ÿãî êîíóñàì âåðõ-
íiõ òðîõâóãîëüíiêà�ó íåàäìî�óíà àçíà÷àíûõ ìàòðûö. Òàê ÿê T−1(UMn

+) =
SMn

+, òî ôóíêöûÿíàë

F (x) def= − ln det(T−1(x)),

àçíà÷àíû íà int UMn
+ = T (SMn

++), íàëåæûöü SSC(
√
n) (ãë. ïàðàãðàô 3.3.1,

ïðûêëàä 6). À òàê ÿê äëÿ t > 0 ñïðàâÿäëiâû ðî�óíàñöi

T−1(tx) = tT−1(x),
F (tx) = − ln det(tT−1(x)) = −tn ln det(T−1(x)) = tnF (x),

òî ôóíêöûÿíàë F ç'ÿ�óëÿåööà
√
n-íàðìàëüíûì áàð'åðàì äëÿ êîíóñà UMn

+.
2

Óâÿäçåì àäëþñòðàâàííå H : SMn → R
n(n+1)

2 ïà ïðàâiëó:

H(X) def= (x11, 2x12, . . . , 2x1n, x22, 2x23, . . . , 2x2n, . . . , xnn).

Ïðû àáàçíà÷ýííÿõ c = H(C), x = T (X), ai = H(Ai), çàäà÷à ïà�óàçíà÷àíàãà
ïðàãðàìàâàííÿ �ó ñòàíäàðòíàé ôîðìå (1.6) ýêâiâàëåíòíà íàñòóïíàé çàäà÷û:

cTx → max
(ai)Tx = bi , i = 1, . . . ,m,

x ≥UMn
+

0,
(3.3.28)

äçå c ∈ R
n(n+1)

2 , b ∈ Rm, ai ∈ R
n(n+1)

2 (i = 1, . . . ,m).
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3.3.3 Áàð'åðû äëÿ äâîéíûõ êîíóñà�ó

Øýðàã ìåòàäà�ó óíóòðàíàé êðîïêi äëÿ àíàëiòû÷íàé çàäà÷û ËÏ ïàòðàáóþöü
êàá áûëi âÿäîìû áàð'åðû íå òîëüêi äëÿ ïðàìûõ, àëå i äëÿ äâîéíûõ êîíóñà�ó.
Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ïàêàæàì, ÿê ïàK-íàðìàëüíàìó áàð'åðó äëÿ íåéêàãà
êîíóñà ìîæíà ïàáóäàâàöü K-íàðìàëüíû áàð'åð äëÿ äâîéíàãà êîíóñà.

Ëåìà 3.3.1 Íÿõàé a ∈ Rn i n-ìåðíàÿ ôóíêöûÿ F ∈ BN(K) àáìåæàâàíà

çíiçó íà ìíîñòâå D(a) def= H(a,K2) ∩ dom F . Êðîïêà x̂ ç'ÿ�óëÿåööà àïòû-
ìàëüíûì ðàøýííåì çàäà÷û

min
x∈D(a)

F (x) . (3.3.29)

òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi a = −F ′(x̂).

Äîêàç. Çãîäíà �óìîâå àïòûìàëüíàñöi ïåðøàãà ïàðàäêó, x̂ � àïòûìàëüíàå
ðàøýííå çàäà÷û (3.3.29) òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi âåêòàð F ′(x̂) àðòàãàíàëüíû
äà H(a,K2), ã. çí. F ′(x̂) = αa äëÿ íåéêàãà ñàïðà�óäíàãà α 6= 0. Ïàêîëüêi ïà
(3.3.25)

K2

α
= − 1

α
F ′(x̂)T x̂ = −aT x̂ = −K2,

òî α = −1 i a = −F ′(x̂). 2

Òýàðýìà 3.3.5 Íÿõàé C �åñöü âîñòðû êîíóñ ó Rn ç íåïóñòîþ �óíóòðàíàñöþ,
à F �eñöü K-íàðìàëüíû áàð'åð äëÿ C. Òàäû int CD = {−F ′(x) : x ∈ int C} i
ôóíêöûÿíàë FD, àçíà÷àíû ïà ïðàâiëó

FD(−F ′(x)) = −F (x) , (3.3.30)

ç'ÿ�óëÿåööà K-íàðìàëüíûì áàð'åðàì äëÿ CD.

Äîêàç. Íÿõàé a ∈ int CD. Òàê ÿê êîíóñ C âîñòðû, òî a 6= 0, aTx > 0
äëÿ �óñiõ x ∈ int C, à ìíîñòâà D(a) íåïóñòîå i àáìåæàâàíàå. Òàìó ôóíêöûÿ
F (x) àáìåæàâàíà çíiçó íà D(a). Íÿõàé x̂ �åñöü àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà-
÷û (3.3.29). Ïà ëåìå 3.3.1 ìàåì a = −F ′(x̂), øòî äàêàçâàå ïåðøóþ ÷àñòêó
ñöâÿðäæýííÿ òýàðýìû.

Äàêàæàì öÿïåð, øòî FD ç'ÿ�óëÿåööàK-íàðìàëüíûì áàð'åðàì äëÿ êîíóñà
CD. Çðàçóìåëà, øòî FD ∈ C3. Ïàêîëüêi F � K2-ëàãàðûôìi÷íà àäíàðîäíàÿ
ôóíêöûÿ, òî, âûêàðûñòî�óâàþ÷û (3.3.23), ìàåì

FD(−tF ′(x)) = FD
(
−F ′

(x
t

))
= −F

(x
t

)
= −F (x) +K2 ln

1
t

= FD(−F ′(x))−K2 ln t .

Çíà÷ûöü, FD � òàêñàìà K2-ëàãàðûôìi÷íà àäíàðîäíàÿ ôóíêöûÿ.
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Êàëi ïðàäûôåðýíöàâàöü (3.3.30) ïà x, àòðûìàåì

−F ′′(x)[(FD)′(−F ′(x))] = −F ′(x) ,

öi ïà (3.3.23)
(FD)′(−F ′(x)) = F ′′(x)−1F ′(x) = −x . (3.3.31)

Äàëåé, äûôåðýíöóþ÷û ðî�óíàñöü (FD)′(−F ′(x)) = −x ïà x, ìàåì

−F ′′(x)[(FD)′′(−F ′(x))] = −I ,

öi
(FD)′′(−F ′(x)) = F ′′(x)−1 , (3.3.32)

Äëÿ h ∈ Rn, âûêàðûñòî�óâàþ÷û àïîøíþþ ðî�óíàñöü, àòðûìëiâàåì

d

dt

(
hTF ′′(x)[(FD)′′(−F ′(x) + tF ′′(x)h)]F ′′(x)h

)
|t=0 =(

hTF ′′(x)[(FD)′′(−F ′(x))]F ′′(x)h
)′
h =(

hTF ′′(x)F ′′(x)−1F ′′(x)h
)′
h =(

hTF ′′(x)h
)′
h =

d

dt
hTF ′′(x+ th)h|t=0 .

Àäñþëü, äëÿ �óñiõ x ∈ dom F i h ∈ Rn, ìû ìàåì∣∣∣ ddt (hTF ′′(x)[(FD)′′(−F ′(x) + tF ′′(x)h)]F ′′(x)h
)
|t=0

∣∣∣ =∣∣∣ ddthTF ′′(x+ th)h|t=0

∣∣∣ ≤ 2
(
hTF ′′(x)h

)3/2 =

2
(
hTF ′′(x)[(FD)′′(−F ′(x))]F ′′(x)h

)3/2
.

(3.3.33)

Êàëi ïàðà (x, h) ïðàáÿãàå �óñå çíà÷ýííi ç dom F × Rn, òî (−F ′(x), F ′′(x)h)
ïðàáÿãàå �óñå çíà÷ýííi ç dom FD ×Rn; òàìó �óìîâà (B3) âûêîíâàåööà.

Íàì çàñòàëîñÿ ïàêàçàöü, øòî

FD(−F ′(xi))→∞, êàëi − F ′(xi)→ ξ ∈ bdCD.

Äàïóñöiì àäâàðîòíàå, øòî ïàñëÿäî�óíàñöü {FD(−F ′(xi))} àáìåæàâàíà çâåð-
õó. Òàäû ïà (3.3.30) ïàñëÿäî�óíàñöü {F (xi)} àáìåæàâàíà çíiçó i, çãîäíà ëåìå
3.3.1,

xi = arg min{F (x) : x ∈ D(−F ′(xi))}.

Iíøûìi ñëîâàìi, ôóíêöûÿ F (x) àáìåæàâàíà çíiçó íà �óñiõ ïàäìíîñòâàõD(−F ′(xi)).
Òàìó F (x) àáìåæàâàíà çíiçó i íà ìíîñòâå D(ξ). Àäñþëü ïà ëåìå 3.3.1 âû-
íiêàå, øòî ξ = −F ′(y) äëÿ íåéêàãà y ∈ dom F . Çíà÷ûöü ξ ∈ int CD, à ãýòà
ñóïÿðý÷ûöü òàìó, øòî ξ ∈ bdCD. 2
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3.3.4 Ñâîéñòâû ñàìà�óçãîäíåíûõ áàð'åðà�ó

Ñàìà�óçãîäíåíûÿ áàð'åðû ìàþöü øýðàã äàäàòêîâûõ êàðûñíûõ óëàñöiâàñöåé,
ÿêiÿ iíòýíñi�óíà âûêàðûñòî�óâàþööà �ó ìåòàäàõ óíóòðàíàé êðîïêi.

Ëåìà 3.3.2 Íÿõàé φ ∈ SSC(K) (φ 6≡ const) �åñöü àäíàìåðíàÿ ôóíêöûÿ ç

dom φ = (a, b) (a < b). Êàëi x ∈ (a, b) i φ′(x) > 0, òî φ′(x) ≤ K2

b−x .

Äîêàç. Äëÿ �óñiõ t ∈ (a, b) ìàåì φ′′(t) > 0 (çãîäíà (B2)) i (φ′(t))2/φ′′(t) ≤
K2 (çãîäíà (B4)). Íÿõàé

ψ(t) def= φ′(t) , η(t) def=
K2ψ(x)

K2 − (t− x)ψ(x)
.

Ïàêîëüêi

ψ′(t) ≥ ψ2(t)
K2

, η′(t) =
η2(t)
K2

, ψ(x) = η(x),

òî, ïà÷ûíàþ÷û ç êðîïêi x, ó ÿêîé ψ(x) = η(x), õóòêàñöü ðîñòà ôóíêöûi ψ
íå ìåíøàÿ õóòêàñöi ðîñòà ôóíêöûi η. Òàìó ψ(t) ≥ η(t) äëÿ �óñiõ t ≥ x, òàêiõ,
øòî ψ i η êàðýêòíà àçíà÷àíû �ó êðîïöû t. Òàêiì ÷ûíàì, K2−(b−x)φ′(x) ≥ 0.
2

Àáàçíà÷ûì ïðàç

πy(x) def= inf
{
t ≥ 0 : y +

1
t
(x− y) ∈ S

}
ôóíêöûþ Ìiíêî�óñêàãà âûïóêëàãà ìíîñòâà S ⊆ Rn ç ïîëþñàì ó êðîïöû
y ∈ int S. Ãåàìåòðû÷íà âåëi÷ûíþ πy(x) ìîæíà �óÿâiöü íàñòóïíûì ÷ûíàì:
ïðàâîäçiì ïðàìóþ ïðàç êðîïêi x i y; íÿõàé z �åñöü ïåðàñÿ÷ýííå ãýòàé ïðàìîé
ç bdS ó íàïðàìêó x− y; òàäû πy(x) = ‖y − x‖/‖y − z‖.

Òýàðýìà 3.3.6 Íÿõàé F ∈ SSC(K), x, y ∈ dom F i h ∈ Rn. Òàäû âûêîíâà-
þööà íàñòóïíûÿ ñâîéñòâû:

K2πy(x)
πy(x)− 1

≤ F ′(x)T (y − x) ≤ K2 , (3.3.34)

|F ′(x)Th| ≤ K2

1− πy(x)
‖h‖F ′′(y) , (3.3.35)

‖F ′(x)‖F ′′(y)−1 ≤ K2

1− πy(x)
, (3.3.36)

dom F ⊂ ell(x(F ), F ′′(x(F )), 1 + 3K2). (3.3.37)
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Äîêàç. Íÿõàé

∆ def= {t ∈ R : y + t(x− y) ∈ dom F} = (a, b).

Òàê ÿê x, y ∈ dom F i dom F � àäêðûòàå âûïóêëàå ìíîñòâà, òî a < 0 i

b = 1/πy(x) > 1. Ðàçãëåäçiì ôóíêöûþ φ(t) def= F (y+ t(x−y)). Çãîäíà ïóíêòó
a) òýàðýìû 3.3.2, φ ∈ SSC(K) ç dom φ = ∆.

Äàêàæàì (3.3.34). Ãýòûÿ íÿðî�óíàñöi âiäàâî÷íû �ó âûïàäêó, êàëi φ ≡
const. Òàìó äàïóñöiì, øòî φ 6≡ const. Ñïà÷àòêó ïðàâåðûì ëåâóþ íÿðî�óíàñöü
ç (3.3.34). Çðàçóìåëà, øòî ÿíà ñïðàâÿäëiâà �ó âûïàäêó, êàëi F ′(x)T (x−y) ≤ 0.
Òàìó äàïóñöiì, øòî F ′(x)T (x − y) > 0. Òàê ÿê F ′(x)T (x − y) = φ′(1) > 0,
òî, çãîäíà ëåìå 3.3.2, ìàåì φ′(1) ≤ K2/(b − 1); òàìó ëåâàÿ ÷àñòêà (3.3.34)
âûêîíâàåööà.

Öÿïåð äàêàæàì íÿðî�óíàñöü F ′(y)T (x − y) ≤ K2, ÿêàÿ àäðîçíiâàåööà
àä ïðàâàé ÷àñòêi íÿðî�óíàñöi (3.3.34) òîëüêi �ó àáàçíà÷ýííÿõ. Äàïóñöiì, øòî
F ′(y)T (x − y) = φ′(0) > 0; iíàêø ïàòðýáíàÿ íÿðî�óíàñöü òðûâiàëüíà âûêîí-
âàåööà. Çíî�ó ïà ëåìå 3.3.2 àòðûìëiâàåì

F ′(y)T (x− y) = φ′(0) ≤ K2

b
≤ K2.

Äàêàæàì öÿïåð (3.3.35). Ïà òýàðýìå 3.1.2 (ïóíêò a)), àäêðûòû ýëiïñîiä
E = int ell(y, F ′′(y), 1) íàëåæûöü dom F . Íÿõàé ŷ �åñöü êðîïêà íà ïðàìåíi

[y, x − y) def= {z : z = y + t(x − y), t ≥ 0} òàêàÿ, øòî x ëÿæûöü ïàìiæ y i
ŷ, i íÿõàé Ê �åñöü âîáðàç E ïðû ïåðà�óòâàðýííi ïàäàáåíñòâà ç öýíòðàì ó ŷ i
êàýôiöûåíòàì α(ŷ) = ‖x− ŷ‖/‖y − ŷ‖ (ãë. ìàë. 3.2). Òàäû

Ê = int ell(x, F ′′(y), α(ŷ)) ⊂ dom F .

Íÿõàé 0 < α̂ < α(ŷ), ĥ = h/‖h‖F ′′(y) i íÿõàé z = x− α̂ĥ. Ïàêîëüêi z ∈ dom F

i πz(x) ≤ 1
2 , òî, çãîäíà (3.3.34), ìàåì |F

′(x)T (x − z)| ≤ K2, öi ‖F ′(x)Th‖ ≤
K2

α̂ ‖h‖F ′′(y). Òàê ÿê

α(ŷ) =
‖ŷ − x‖
‖ŷ − y‖

= 1−
‖y − x‖F ′′(y)

‖ŷ − y‖F ′′(y)
,

êàëi ŷ íàáëiæàåööà äà êðîïêi y ïåðàñÿ÷ýííÿ ïðàìåíÿ [y, x − y) ç ãðàíiöàé
ìíîñòâà cl(dom F ) (ãë. ìàë. 3.2), à α̂ íàáëiæàåööà äà α(ŷ), òî âåëi÷ûíÿK2/α̂
íàáëiæàåööà äà K2/(1− πy(x)); òàêiì ÷ûíàì, ‖F ′(x)Th‖ ≤ K2‖h‖F ′′(y)/(1−
πy(x)).

Ïðûìÿíÿþ÷û (3.3.35) äëÿ h = F ′′(y)−1F ′(x), ìàåì

F ′(x)F ′′(y)−1F ′(x) ≤ K2

1− πy(x)
‖F ′′(y)−1F ′(x)‖F ′′(y) ,

öi ‖F ′(x)‖F ′′(y)−1 ≤ K2/(1− πy(x)). Ãýòà äàêàçâàå. (3.3.36).
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Ðèñ. 3.2: Iëþñòðàöûÿ äà äîêàçó òýàðýìû 3.3.6

Êàá äàêàçàöü (3.3.37), äàñòàòêîâà ïàêàçàöü, øòî, êàëi h ∈ Rn i hTF ′′(x)h =
1, òî êðîïêà x(t) def= x(F ) + th íå íàëåæûöü dom F äëÿ t = 1 + 3K2. Íÿõàé

φ(t) def= F ′(x(t))Th; òàäû φ(0) = 0. Çãîäíà ïðàâiëó âûáàðó h i ïà (3.1.2), ìàåì
φ′(t) ≥ (1− t)2. Àäêóëü φ(t) ≥ t(3− 3t+ t2)/3, 0 ≤ t < 1. Ó òîé æà ñàìû ÷àñ,
çãîäíà (3.3.34), àòðûìëiâàåì

tφ(t) ≤
K2πx(F )(x(t))
1− πx(F )(x(t))

.

Ç óñÿãî ãýòàãà âûíiêàå, øòî

πx(F )(x(1)) ≥ 1
1 + 3K2

,

i x(1 + 3K2) 6∈ dom F . 2

3.4 Ïðàêòûêàâàííi

1. Íÿõàé F (x) = −
∑n
i=1 ln(bi−Aix) � ñòàíäàðòíû ëàãàðûôìi÷íû áàð'åð

äëÿ øìàòãðàííiêà P≤(A, b), äçå A ∈Mm,n(R), b ∈ Rm. Äàêàæûöå, øòî

a) àá'�åìíû áàð'åð

FV (x) = O(1)
√
m ln(detF ′′(x)),

ç dom FV = P<(A, b) íàëåæûöü SSC(O(
√
n 4
√
m));
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b) êàìáiíàâàíû àá'�åìíû áàð'åð

FC(x) = O(1)
(

1√
n
FV (x) +

√
m

n
F (x)

)
,

ç dom FC = P<(A, b), íàëåæûöü SSC(O( 4
√
nm)). Äëÿ áàð'åðà�ó,

ïðûâåäçåíûõ ó ïóíêòàõ a) i b), àöàíiöå ñêëàäàíàñöü âûëi÷ýííÿ
ãðàäûåíòà i ìàòðûöû Ãåññý.

2. Íÿõàé
D = {(x, t) ∈ R×Rn : t ≥ ‖x‖p}

�åñöü íàäãðàôiê ôóíêöûi ‖x‖p. Äàêàæûöå, øòî

a) äëÿ p ≥ 2 ôóíêöûÿ

Fp(x, t)
def= − ln

(
t

2
p − xTx

)
− ln t

ç'ÿ�óëÿåööà
√

2-ñàìà�óçãîäíåíûì áàð'åðàì äëÿ ìíîñòâà D;

b) äëÿ 1 ≤ p ≤ 2 ôóíêöûÿ

Gp(x, t)
def= − ln

(
t

2
p − xTx

)
− 2 ln t

ç'ÿ�óëÿåööà
√

3-ñàìà�óçãîäíåíûì áàð'åðàì äëÿ ìíîñòâà D.
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Ãëàâà 4

Ìåòàäû �óíóòðàíàé êðîïêi

Íÿãëåäçå÷û íà òîå, øòî íà ïðàêòûöû ñiìïëåêñ-ìåòàä ïðàöóå âåëüìi äîáðà
(çâû÷àéíà êîëüêàñöü iòýðàöûé ðàñöå ëiíåéíà ç ðîñòàì ïàìåðó çàäà÷û), ïðàê-
òû÷íà äëÿ �óñiõ âÿäîìûõ ÿãî âàðûÿíòà�ó iñíóþöü ïðûêëàäû çàäà÷ ËÏ, íà
ÿêiõ ìåòàä âûêîíâàå ýêñïàíåíöûÿëüíóþ êîëüêàñöü iòýðàöûé (ãë. ïàðàãðàô
2.3). Çðàçóìåëà, øòî òàêàÿ ñiòóàöûÿ íå ìàãëà çàäàâîëiöü ó ïåðøóþ ÷àðãó
òýàðýòûêà�ó. Ïðàáëåìà ïàáóäîâû ïàëiíàìiÿëüíàãà àëãàðûòìà äëÿ ðàøýííÿ
çàäà÷û ËÏ ðàçãëÿäàåööà �ó íàñòóïíàé ïàñòàíî�óöû.

Äàäçåíà çàäà÷à ËÏ ó íàðìàëüíàé ôîðìå

max{cTx : Ax ≤ b}, (4.0.1)

êàëi c ∈ Zn, A ∈Mm,n(Z), b ∈ Zm, n ≤ m. Ïàìåð çàäà÷û (4.0.1) àöýíüâàåööà
âåëi÷ûí�åé

L = sizeA+ size c+ size b . (4.0.2)

Àëãàðûòì ËÏ íàçûâàåööà ïàëiíàìiÿëüíûì, êàëi äëÿ ðàøýííÿ ëþáîé ií-
äûâiäóàëüíàé çàäà÷û (4.0.1) �åí âûêîíâàå ïàëiíàìiÿëüíóþ ïà L êîëüêàñöü
àïåðàöûé íàä ëiêàìi ïàëiíàìiÿëüíàé ïà L äà�óæûíi.

×àñòà ïðû àöýíöû ñêëàäàíàñöi àëãàðûòìà�ó ËÏ çðó÷íåé ïðàöàâàöü ç
iíøûìi õàðàêòàðûñòûêàìi ïàìåðó çàäà÷û, ÿêiÿ ìàæàðûðóþööà âåëi÷ûí�åé
L. Êàëi àáàçíà÷ûöü ïðàç

h
def= max

{
‖c‖∞, ‖b‖∞, max

1≤j≤n
‖Aj‖∞

}
(4.0.3)

ìàêciìóì ìîäóëÿ�ó êàýôiöûåíòà�ó çàäà÷û ËÏ (ó äàëåéøûì h íàçûâàåì âû-
øûí�åé çàäà÷û), òî

l
def= dlog h+ 1e (4.0.4)

�åñöü ìàêñiìàëüíàÿ êîëüêàñöü äâàéêîâûõ çíàêà�ó ó çàïiñå êàýôiöûåíòà�ó çà-
äà÷û. Àáàçíà÷ûì ïðàç ∆ = ∆(D) êàíñòàíòó, ÿêàÿ ìàæàðûðóå ìîäóëi äýò-
ýðìiíàíòà�ó ïàøûðàíàé ìàòðûöû

D =
[
c 0
A b

]
103
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êàýôiöûåíòà�ó çàäà÷û ËÏ (4.0.1). Ïðû àöýíöû ñêëàäàíàñöi àëãàðûòìà�ó ËÏ
âåëüìi ÷àñòà �óçíiêàå âåëi÷ûíÿ log(n∆), ÿêóþ, ó ñâàþ ÷àðãó, ìîæíà àöàíiöü
ç íÿðî�óíàñöi Àäàìàðà. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíàé ïàäìàòðûöû D′ ìàòðûöû D
ìàåì

|det(D′)| ≤ ‖D′1‖ . . . ‖D′k‖ ≤ (
√
nh)n .

Òàìó ïðû n ≥ 2 ñïðàâÿäëiâà àöýíêà

log(n∆) ≤ n log(nh) ≤ n log(n) + nl ≤ L . (4.0.5)

Äî�óãi ÷àñ ïûòàííå àá iñíàâàííi ïàëiíàìiÿëüíàãà ìåòàäà ËÏ áûëî àä-
êðûòûì. Ñòàíî�ó÷û àäêàç íà ÿãî �ó 1979 ãîäçå àòðûìà�ó Ë.Ã. Õà÷ûÿí1. �Åí
ïàêàçà�ó, øòî ëþáû ïàëiíàìiÿëüíû ïà (m,n, log( 1

ε )) (äçå ε � ïàòðýáíàÿ äà-
êëàäíàñöü) ìåòàä ïðûáëiçíàãà ðàøýííÿ çàäà÷û ËÏ ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiíàìiÿëü-
íûì ìåòàäàì ËÏ, êàëi äëÿ ÿãî ðýàëiçàöûi äàñòàòêîâà âåñöi âûëi÷ýííi ç
ïàëiíàìiÿëüíàé ïà L ðàçðàäíàñöþ. Áîëüø äàêëàäíà, áûëî ïàêàçàíà, ÿê
ïåðà�óòâàðûöü "äàñòàòêîâà äîáðàå"ε-ïðûáëiçíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.0.1) ó
ÿå äàêëàäíàå ðàøýííå çà ÷àñ O(m2n) (ãë. ïðàöýäóðó re�ne íà ìàë. 1.4).
Ïåðøûì ïàëiíàìiÿëüíûì àëãàðûòìàì ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ áû�ó ìåòàä
ýëiïñîiäà�ó, ïåðøàïà÷àòêîâà ðàñïðàöàâàíû äëÿ ðàøýííÿ çàäà÷ âûïóêëàãà
ïðàãðàìàâàííÿ. Àäíàê âûëi÷àëüíûÿ ýêñïåðûìåíòû ç ìåòàäàì ïàêàçàëi, øòî
�åí íå ç'ÿ�óëÿåööà êàíêóðýíòàì ñiìïëåêñ-ìåòàäó. Íåéêi ÷àñ, ïàêóëü íå áûëi
çíîéäçåíû iíøûÿ ïàëiíàìiÿëüíûÿ àëãàðûòìû, ãýòû ôàêò áû�ó íàéáîëüø
ñóð'�åçíûì êîíòðàðãóìåíòàì ñöâÿðäæýííþ àá òûì, øòî ïàëiíàìiÿëüíû ìå-
òàä i ïðàêòû÷íû ìåòàä � ñiíîíiìû.

Ïàñëÿ òàãî, ÿê Í. Êàðìàðêàð ó 1984 ãîäçå2 ïðàïàíàâà�ó íîâû ïàëiíà-
ìiÿëüíû àëãàðûòì ËÏ � ïðàåêòû�óíû ìåòàä, ÿêi âûäàòíà ïðàÿâi�ó ñÿáå íà
ïðàêòûöû, ó ëiíåéíûì ïðàãðàìàâàííi ïà÷à�óñÿ áóðíû ïðàãðýñ. Íàñòóïíûì
iñòîòíûì êðîêàì áû�ó àëãàðûòì Äæ. Ðýíåãàðà (1986 ã.)3, êîëüêàñöü iòýðàöûé
ÿêîãà ç ðîñòàì ïàìåðó çàäà÷û ðàñöå ÿê êîðàíü êâàäðàòíû àä ÿãî. Âûäàò-
íûÿ òýàðýòû÷íûÿ àöýíêi äëÿ ñêëàäàíàñöi ãýòûõ ìåòàäà�ó, à òàêñàìà iõ êàí-
êóðýíòàçäîëüíàñöü íà ðýàëüíûõ çàäà÷àõ ó ïàðà�óíàííi ç ñiìïëåêñ-ìåòàäàì
âûçíà÷ûëi âåëüìi iíòýíñi�óíóþ àêòû�óíàñöü ó íàêiðóíêó ðàñïðàöî�óêi íîâûõ
ïàäîáíûõ ìåòàäà�ó (áiáëiÿãðàôi÷íûÿ äàâåäêi ÷ûòà÷ ìîæà çíàéñöi �ó [10] i
[11]). Ãýòûÿ ìåòàäû ñòàðòóþöü ç êðîïêi �óíóòðû äàïóø÷àëüíàãà àáñÿãó i
ïðàöÿãâàþöü ðóõàööà äà êðîïêi îïòûìóìà òàêñàìà ïà �óíóòðàíûõ êðîïêàõ.
Òàìó iõ íàçûâàþöü ìåòàäàìi �óíóòðàíàé êðîïêi. Ñÿðîä ìåòàäà�ó �óíóòðàíàé
êðîïêi ìîæíà âûäçåëiöü äçâå àñíî�óíûÿ ãðóïû. Äà ïåðøàé ãðóïû àäíî-
ñÿööà ïðàåêòû�óíûÿ ìåòàäû, ÿêiÿ ôàðìóëþþöü àïòûìiçàöûéíóþ çàäà÷ó
�ó òàê çâàíàé ïðàåêòû�óíàé ôîðìå i íà êîæíàé iòýðàöûi ðàøàþöü íåéêóþ
àïðàêñiìàöûéíóþ çàäà÷ó, êàá ç áÿãó÷àé óíóòðàíàé êðîïêi çíàéñöi íàïðàìàê

1 Ë.Ã. Õà÷èÿí. Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè. � ÆÂÌ
è ÌÔ, 1980, Ò. 20, ñ. 51�68.

2 N.K. Karmarkar. A new polynomial-time algorithm for linear programming. �
Combinatorica, 1984, N 4, pp. 373�395.

3 J. Renegar. A polynomial-time algorithm, based on Newton's method for linear
programming. � Math. Progr., 1988, V 40, N 1, pp. 59�93.
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óáûâàííÿ ïàòýíöûÿëüíàé ôóíêöûi. Ìåòàäû äðóãîé ãðóïû çâîäçÿöü çàäà÷ó
�óìî�óíàé àïòûìiçàöûi äà íåéêàé ïàðàìåòðû÷íàé çàäà÷û áåçóìî�óíàé àïòûìi-
çàöûi (íàïðûêëàä, âûêàðûñòî�óâàþ÷û âàðûÿíò ìåòàäà øòðàôà�ó). Çâû÷àéíà
òàêiÿ ìåòàäû íàçûâàþööà òðàåêòîðíûìi, öi ãàìàòîïíûìi.

4.1 Ìåòàä áàð'åðà�ó

Ìåòàäû øòðàôà�ó, ÿê ñïîñàáû ðàøýííÿ çàäà÷û àïòûìiçàöûi ç àáìåæàâàí-
íÿìi øëÿõàì çâÿäçåííÿ ÿå äà ïàðàìåòðû÷íàé çàäà÷û áåç àáìåæàâàííÿ�ó,
âÿäîìû äà�óíî. Àëå äà ðàáîòû Äæ. Ðýíåãàðà (ãë. çíîñêó íà ñòàð. 104) àìàëü
íå iñíàâàëà íiÿêiõ òýàðýòû÷íûõ ðýêàìåíäàöûé àäíîñíà âûáàðó ìåòàäà ðàø-
ýííÿ àòðûìàíàé çàäà÷û áåçóìî�óíàé àïòûìiçàöûi. Òðýáà àäíàê çàçíà÷ûöü,
øòî âûëi÷àëüíûÿ ýêñïåðûìåíòû, ïà ìåíøàé ìåðû �ó âûïàäêó ãëàäêiõ âû-
ïóêëûõ àáìåæàâàííÿ�ó, áûëi íà êàðûñöü ìåòàäà Íüþòàíà.

4.1.1 Àïòûìàëüíûÿ òðàåêòîðûi

Áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó

inf
x∈ dom F

f(x) , (4.1.6)

äçå f(x) = 1
2x

TQx+cTx �åñöü âûïóêëàÿ êâàäðàòû÷íàÿ ôóíêöûÿ (êàëi Q = 0,
òî f(x) = cTx ëiíåéíàÿ) i F ∈ SSC(K). Äëÿ ïðàñòàòû âûêëàäàííÿ áóäçåì
ëi÷ûöü, øòî ìíîñòâà dom F àáìåæàâàíà.

Íÿõàé h : dom F ×R+ → R çàäàå àäëþñòðàâàííå

h(x, t) def= tf(x) + F (x). (4.1.7)

Òàê ÿê h(x, t) ç'ÿ�óëÿåööà ñòðîãà âûïóêëàé ôóíêöûÿé àðãóìåíòà x, òî ïðû
êîæíûì ôiêñàâàíûì t ÿíà ìàå àäçiíû ìiíiìóì, ÿêi àáàçíà÷ûì ïðàç x(t).
Iíøûìi ñëîâàìi, ôóíêöûÿ

x(t) def= arg min{h(x, t) : x ∈ dom F} (4.1.8)

êàðýêòíà àçíà÷àíà äëÿ �óñiõ t ≥ 0. Çðàçóìåëà, øòî x(0) = x(F ). Ó äàëåéøûì
âåêòàðíóþ ôóíêöûþ x(t) áóäçåì íàçûâàöü àïòûìàëüíàé òðàåêòîðûÿé (öi
ïðîñòà òðàåêòîðûÿé) çàäà÷û (4.1.6).

Òýàðýìà 4.1.1 Êàëi F (x) àáìåæàâàíà çíiçó, òî

lim
t→∞

f(x(t)) = inf
x∈dom F

f(x) .

Äîêàç. Äëÿ êîæíàãà ε > 0 iñíóå êðîïêà xε ∈ dom F , òàêàÿ, øòî

f(xε) ≤ inf
x∈dom F

f(x) + ε .
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Ïà àçíà÷ýííþ, äëÿ êîæíàãà t > 0,

tf(xε) + F (xε) ≥ tf(x(t)) + F (x(t)) ,

öi

f(x(t))− f(xε) ≤ 1
t

(F (xε)− F (x(t))) ≤ 1
t
(F (xε)− F (x(F ))) .

Òàìó
lim
t→∞

f(x(t)) ≤ f(xε) ≤ inf
x∈dom F

f(x) + ε .

Òàê ÿê àïîøíÿÿ íÿðî�óíàñöü ñïðàâÿäëiâà äëÿ �óñiõ ε > 0, ìû ìàåì limt→∞ f(x(t)) =
infx∈dom F f(x). 2

Ëåìà 4.1.1 Äëÿ �óñiõ t > 0 âûêîíâàåööà ðî�óíàñöü f ′(x(t)) = − 1
tF
′(x(t)).

Äîêàç. Òàê ÿê x(t) ∈ dom F i dom F � àäêðûòàå ìíîñòâà, òî hx(x(t), t) =
tf ′(x(t)) + F ′(x(t)) = 0. 2

Óñòàíîâiì, ç ÿêîé õóòêàñöþ ìû áóäçåì íàáëiæàööà äà àïòûìàëüíàãà
ðàøýííÿ çàäà÷û (4.1.6), êàëi áóäçåì ðóõàööà �óçäî�óæ àïòûìàëüíàé òðàåê-
òîðûi.

Ëåìà 4.1.2 Êàëi F ∈ SSC(K), t > 0, òî äëÿ �óñiõ x ∈ dom F

f(x(t))− f(x) ≤ K2

t
.

Äîêàç. Òàê ÿê f âûïóêëàÿ, òî çãîäíà ëåìå 4.1.1 i ç óëiêàì (3.3.34) àò-
ðûìëiâàåì

f(x(t))− f(x) ≤ f ′(x(t))T (x(t)− x) =
1
t
F ′(x(t))T (x− x(t)) ≤ K2

t
.

2

Çðàçóìåëà, øòî íà ïðàêòûöû ìû ìîæàì âûëi÷âàöü êðîïêi àïòûìàëüíàé
òðàåêòîðûi òîëüêi ïðûáëiçíà.

Ëåìà 4.1.3 Êàëi ‖x(t)− x‖hxx(x) ≤ r < 1, òî

f(x)− f(x(t)) ≤ 1
t

(
Kr +

r2

1− r

)
.

Äîêàç. Òàê ÿê f ′(x) = 1
t (hx(x, t)− F ′(x)), òî

f(x)− f(x(t)) ≤ f ′(x)T (x− x(t))

=
1
t

(
hx(x, t)T (x− x(t))− F ′(x)T (x− x(t))

)
.
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Ïàêîëüêi äëÿ ôiêñàâàíàãà tôóíêöûÿ h(x, t) ç'ÿ�óëÿåööà ñòðîãà ñàìà�óçãîäíåíàé,
òî ïà òýàðýìå 3.1.3 (íÿðî�óíàñöü (3.1.8))

hx(x, t)T (x− x(t)) = (hx(x, t)− hx(x(t), t))T (x− x(t))
= (x− x(t))Thxx(x)(x− x(t)) +

(x− x(t))T (hx(x, t)− hx(x(t), t)− hxx(x)(x− x(t)))
≤ r2 + ‖x− x(t)‖hxx(x) ×
‖hx(x, t)− hx(x(t), t)− hxx(x)(x− x(t))‖hxx(x)−1

≤ r2 + r
r2

1− r
=

r2

1− r
.

Äëÿ çàâÿðøýííÿ äîêàçó àöýíiì

−F ′(x)T (x− x(t)) ≤ ‖F ′(x)‖F ′′(x)−1‖x− x(t)‖F ′′(x) ≤ Kr .

Òóò ìû âûêàðûñòàëi òîé ôàêò, øòî ‖v‖F ′′(x) ≤ ‖v‖hxx(x,t) äëÿ ëþáûõ v ∈
Rn. 2

Òýàðýìà 4.1.2 Êàëi t > 0 i ‖x(t) − x‖hxx(x) ≤ r, r ∈ [0, 1), òî äëÿ ëþáîãà
y ∈ dom F ìàå ìåñöà íàñòóïíàÿ íÿðî�óíàñöü

f(x)− f(y) ≤ 1
t

(
K2 +Kr +

r2

1− r

)
.

Äîêàç. Ç óëiêàì ëåì 4.1.2 i 4.1.3 ìàåì

f(x)− f(y) = f(x)− f(x(t)) + f(x(t))− f(y)

≤ 1
t

(
K2 +Kr +

r2

1− r

)
.

2

Íàñòóïíàÿ òýàðýìà ïàêàçâàå, ÿê ìîæíà àäñî÷âàöü êðîïêi àïòûìàëüíàé
òðàåêòîðûi ç ïàòðýáíàé äàêëàäíàñöþ.

Òýàðýìà 4.1.3 Íÿõàé x ∈ dom F , ρ, r ∈ [0, 1), t > 0, i ‖x(t)−x‖hxx(x,t) ≤ ρr.
Òàäû ‖x(τ)− x‖hxx(x,τ) ≤ r äëÿ τ ≥ 0, êàëi âûêîíâàåööà àäíà ç íàñòóïíûõ
óìî�ó:

a) f(x) = cTx ëiíåéíàÿ ôóíêöûÿ i

K

∣∣∣∣τ − tt
∣∣∣∣ ≤ (1− ρ)(1− ρr)r

1 + (1− ρ)(1− ρr)r
;

b) f(x) = 1
2x

TQx + cTx âûïóêëàÿ êâàäðàòû÷íàÿ ôóíêöûÿ, τ ≥ t, ρ
def=

ρ
√

(K + 1)/K i
τ − t
t
≤ (1− ρ)(1− ρr)r

1 + (1− ρ)(1− ρr)r
;
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Ðèñ. 4.1: Iëþñòðàöûÿ äà òýàðýìû 4.1.3

Äîêàç. Òàê ÿê

hx(x(t), t) = tf ′(x(t)) + F ′(x(t)) = 0 ,

òî

hx(x(t), τ) = (τ − t)f ′(x(t)) + tf ′(x(t)) + F ′(x(t)) = −τ − t
t

F ′(x(t))

i

‖hx(x(t), τ)‖hxx(x(t),τ)−1 ≤ ‖hx(x(t), τ)‖F ′′(x(t))−1

=
|τ − t|
t
‖F ′(x(t))‖F ′′(x(t))−1

≤ K
|τ − t|
t

.

Ó àáîäâóõ âûïàäêàõ K|(τ − t)/t| < 1. Êàëi ìû àáàçíà÷ûì ‖x(t)− x‖hxx(x,τ)

ïðàç r′, òî çãîäíà (3.1.2) i âûíiêó 3.2.1 (ïàñëÿ ìû ïàêàæàì, øòî r′ < 1),
àòðûìëiâàåì

‖x(τ)− x‖hxx(x,τ) ≤ ‖x(τ)− x(t)‖hxx(x,τ) + ‖x(t)− x‖hxx(x,τ)

≤ 1
1− r′

‖x(τ)− x(t)‖hxx(x(t),τ) + r′

≤ 1
1− r′

K
|τ − t|
t

1−K |τ − t|
t

+ r′

a) Çà�óâàæàþ÷û, øòî hxx(x, τ) = hxx(x, t) = F ′′(x), ìû ìàåì r′ ≤ ρr < 1
i

‖x(τ)− x‖hxx(x,τ) ≤
1

1− ρr

K
|τ − t|
t

1−K |τ − t|
t

+ ρr ≤ r .
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b) Òàê ÿê äëÿ �óñiõ v ∈ Rn

‖v‖2hxx(x,τ) = vT (τQ+ F ′′(x))v

≤ vT
(
tQ+ F ′′(x) +

τ − t
t

(tQ+ F ′′(x))
)
v

=
τ

t
vT (tQ+ F ′′(x))v

=
τ

t
‖v‖2hxx(x,t) ,

òî, ó ïðûâàòíûì âûïàäêó, ñïðàâÿäëiâà íÿðî�óíàñöü r′ ≤
√

τ
t ρr. Àêðàìÿ

òàãî, òàê ÿê 1 < τ
t < 1 + 1

K , òî r′ <
√

(K + 1)/K ρr. Äàëåéøû àíàëiç
àíàëàãi÷íû òàìó, øòî áû�ó ïðû ðàçãëÿäçå ïóíêòà a), òîëüêi çàìåñò ρ òðýáà
ïàäñòà�óëÿöü âåëi÷ûíþ ρ = ρ

√
(K + 1)/K. 2

4.1.2 Àïiñàííå àëãàðûòìà

Ìåòàä áàð'åðà�ó ðóõàåööà �óçäî�óæ àïòûìàëüíàé òðàåêòîðûii x(t), ïàâÿëi÷-
âàþ÷û t íà êîæíàé iòýðàöûi.

Íÿõàé ρ
def= r

1−2r . Ïà÷ûíàþ÷û ç t(0) > 0 i êðîïêi x(0) ∈ dom F , òàêîé,
øòî

‖x(t(0))− x(0)‖hxx(x(0),t(0)) ≤ ρr =
r2

1− 2r
, (4.1.9)

ìåòàä âûëi÷âàå íàñòóïíóþ iòýðàöûéíóþ ïàñëÿäî�óíàñöü:

t(i) = α(K, r)t(i−1) ,
x(i) = x(i−1) − hxx(x(i−1), t(i))−1hx(x(i−1), t(i)) ,

(4.1.10)

äçå α(K, r) ðî�óíà

αL(K, r) def= 1 +
(1− ρ)(1− ρr)r

K(1 + (1− ρ)(1− ρr)r)
(4.1.11)

äëÿ ëiíåéíàé ôóíêöûi ìýòû, i, êàëi ρ = ρ
√

(K + 1)/K,

αQ(K, r) def= 1 +
(1− ρ)(1− ρr)r

K(1 + (1− ρ)(1− ρr)r)
(4.1.12)

äëÿ âûïóêëàé êâàäðàòû÷íàé ôóíêöûi ìýòû. Íàïðûêëàä, αL(K, 1/5) > 1 +
1

10K .

Òýàðýìà 4.1.4 Íÿõàé r ∈ (0, 1
2 ), ρ = r

1−2r , ε > 0, i t(0) > 0, x(0) ∈ dom F
çàäàâàëüíÿþöü (4.1.9). Tàäû ìåòàä áàð'åðà�ó, àçíà÷àíû ïà (4.1.10), âûëi÷-
âàå ε-àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.1.6) çà N(ε) = O(K log(K/(t(0)ε)))
iòýðàöûé.



110 Ãëàâà 4. Ìåòàäû �óíóòðàíàé êðîïêI

Äîêàç. Ïà iíäóêöûi, âûêàðûñòî�óâàþ÷û âûíiê 3.2.2 i òýàðýìó 4.1.3, íÿ-
öÿæêà ïàêàçàöü, øòî äëÿ �óñiõ i > 0 âûêîíâàþööà �óìîâû:

x(i) ∈ dom F ,

‖x(t(i))− x(i−1)‖hxx(x(i−1),t(i)) ≤ r ,

‖x(t(i))− x(i)‖hxx(x(i),t(i)) ≤ ρr .

Çàñòàåööà òîëüêi àöàíiöü ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìà. Ïà òýàðýìå 4.1.2

f(x(i))− inf
x∈dom F

f(x) <
2K2

t(i)
=

2K2

(α(K, r))it(0)
.

Âåëi÷ûíþ N(ε) çíîéäçåì ç íÿðî�óíàñöi

2K2

(α(K, r))N(ε)t(0)
≤ ε .

Àäêóëü

N(ε) =


ln
(

2K2

εt(0)

)
lnα(K, r)

 .
Òàê ÿê ln(1 + t) ≥ t

e−1 äëÿ 0 ≤ t ≤ e− 1, òî

lnα(K, r) ≥ α(K, r)− 1
e− 1

= O

(
1
K

)
i òàìó N(ε) = O(K log(K/(t(0)ε))). 2

4.1.3 Ñòðàòýãiÿ âÿëiêiõ êðîêà�ó

Òýàðýòû÷íàå çíà÷ýííå äëÿ α(K, r) (ÿê äëÿ ëiíåéíàé òàê i âûïóêëàé êâàä-
ðàòû÷íàé ôóíêöûi ìýòû) õîöü i ãàðàíòóå âåëüìi äîáðûÿ àöýíêi ñêëàäà-
íàñöi ìåòàäà áàð'åðà�ó, àëå äëÿ ïðàêòû÷íàãà âûêàðûñòàííÿ ç'ÿ�óëÿåööà ïå-
ñiìiñòû÷íûì; ìåòàä, ÿêi âûêàðûñòî�óâàå òýàðýòû÷íàå çíà÷ýííå ïàðàìåòðà
α(K, r) íàçûâàþöü ìåòàäàì ìàëûõ êðîêà�ó. Ïðàêòû÷íàÿ ðýàëiçàöûÿ ìå-
òàäà áàð'åðà�ó àðûåíòóåööà íà çíà÷íà áîëüøûÿ çíà÷ýííi ãýòàãà ìíîæíiêà.
Çóñiì íÿöÿæêà ðàñïðàöàâàöü âåðñiþ ìåòàäà áàð'åðà�ó, ÿêàÿ ãðóíòóåööà íà
ñòðàòýãii âÿëiêiõ êðîêà�ó. Àäçií ç âàðûÿíòà�ó òàêîé âåðñii ïðàäñòà�óëåíû íà
ìàë. 4.2. Ãýòû àëãàðûòì çíà÷íà áîëüø ïðàêòû÷íû çà áàçàâû âàðûÿíò ìå-
òàäà áàð'åðà�ó, ÿêi ðýàëiçóå ñòðàòýãiþ ìàëûõ êðîêà�ó, àäíàê ìàå àìàëü øòî
òóþ ñàìóþ àöýíêó ñêëàäàíàñöi �ó íàéõóæýéøûì âûïàäêó. Àëãàðûòì ìîæà
âûêàðûñòî�óâàöü çíà÷íà áîëüøû ìíîæíiê α ó ïàðà�óíàííi ç ïðàïàíî�óâàåìûì
òýîðûÿé. Ïàñëÿ òàãî ÿê ïàðàìåòð t ïàâÿëi÷âàåööà, êàá âÿðíóööà íà àïòû-
ìàëüíóþ òðàåêòîðûþ, ìåòàä âûêëiêàå ïðàöýäóðó min_SSC ç ìàë. 3.1, ÿêàÿ,
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barrier(r, ρ, γ, α, ε, f, F,K, t, x)
{
for (; t < 2K2

ε ;) {
t := αt;
min_SSC(tf + F, γ, ρr);

}

Ðèñ. 4.2: Ìåòàä áàð'åðà�ó, ñòðàòýãiÿ âÿëiêiõ êðîêà�ó

ó àãóëüíûì âûïàäêó, ìîæà âûêàíàöü áîëüø ÷ûì àäíó iòýðàöûþ ìåòàäà
Íüþòàíà.

Äàëåéøàå ïàëÿïøýííå ìåòàäà çàêëþ÷àåööà �ó òûì, êàá ìÿíÿöü ìíîæíiê
α íà êîæíàé iòýðàöûi. Ìåòàä ïà÷ûíàå êîæíóþ iòýðàöûþ ìíîæàííåì ïàðà-
ìåòðà t íà α; âûêëiêàå ïðàöýäóðó min_SSC êàá âÿðíóööà íà àïòûìàëüíóþ
òðàåêòîðûþ; ìíîæíiê α ïàâÿëi÷âàåööà öi ïàìÿíøàåööà ó çàëåæíàñöi àä
êîëüêàñöi iòýðàöûé, âûêàíàíûõ ïðàöýäóðàé min_SSC: êàëi áûëî âûêàíàíà
ìàëà iòýðàöûé, α ïàâÿëi÷âàåööà, iíàêø, ïàðàìåòð ïàìÿíøàåööà.

4.1.4 Äâóõýòàïíû ìåòàä áàð'åðà�ó

Ó àïiñàííi ìåòàäà áàð'åðà�ó ìû äàïóñêàëi, øòî íàì çàãàäçÿ âÿäîìà äàñòàòêî-
âà äîáðàÿ àïðàêñiìàöûÿ x(0) êðîïêi òðàåêòîðûi x(t(0)). Óñ�å æ äëÿ òàãî, êàá
òýîðûÿ áûëà ñàïðà�óäû ïî�óíàé, òðýáà áûëî á òîëüêi ïàòðàáàâàöü êàá áû-
ëà âÿäîìà íåéêàÿ �óíóòðàíàÿ êðîïêà x(0) ∈ dom F , ÿêàÿ ìîæà áûöü íàâàò
âåëüìi äàë�åêàé àä òðàåêòîðûi x(t). Çðàçóìåëà, øòî, ïà÷ûíàþ÷û ç êðîï-
êi x(0), ç äàïàìîãàé àëãàðûòìà min_SSC (ìàë. 3.1) ìû ìîæàì "âûéñöi"íà
òðàåêòîðûþ, à ïîòûì ïðàöÿãâàöü ðàøýííå ìåòàäàì áàð'åðà�ó. Iíøû, áîëüø
ýôåêòû�óíû, ïàäûõîä çàêëþ÷àåööà �ó âûêàðûñòàííi ìåòàäà áàð'åðà�ó ó äçâå
ñòàäûi íàñòóïíûì ÷ûíàì.

Çà�óâàæàþ÷û, øòî x(0) ëÿæûöü íà àïòûìàëüíàé òðàåêòîðûi y(t) (áîëüø
äàêëàäíà, x(0) = y(1)) íàñòóïíàé çàäà÷û

inf
y∈dom F

−F ′(x(0))T y , (4.1.13)

ìû ìîæàì ïðûìÿíiöü ìåòàä áàð'åðà�ó äà çàäà÷û (4.1.13) "ó àäâàðîòíûì íà-
êiðóíêó ïàìÿíøàþ÷û ïàðàìåòð t çàìåñò ÿãî ïàâåëi÷ýííÿ. Çàçíà÷ûì, øòî
äëÿ ëiíåéíàé ôóíêöûi ìýòû ãýòà äàçâàëÿåööà òýàðýìàé 4.1.3. ßê ðýçóëü-
òàò, ìû àòðûìàåì íåéêóþ àïðàêñiìàöûþ x̃ äëÿ êðîïêi x(F ) = y(0). Ãýòà
�åñöü ïàïÿðýäíi ýòàï. Äëÿ äàñòàòêîâà ìàëûõ t > 0 àòðûìàíàÿ êðîïêà x̃
áóäçå äàñòàòêîâà äîáðûì ïðûáëiæýííåì äëÿ x(t) i òàìó ç ÿå ìîæà ïà÷àöü
ïðàöàâàöü àñíî�óíû âàðûÿíò ìåòàäà áàð'åðà�ó (ãàëî�óíû ýòàï).

Àïiøàì áîëüø äýòàë�åâà ïàïÿðýäíi ýòàï. Íÿõàé r ∈ (0, 1/2), ρ def= r
1−2r ,

t(0) = 1, x(0) ∈ dom F , c = −F ′(x(0)), δ > ρr
1−2ρr . Ìåòàä áóäóå íàñòóïíóþ
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iòýðàöûéíóþ ïàñëÿäî�óíàñöü:

t(i) = α(K, r)t(i−1) ,
x(i) = x(i−1) − F ′′(x(i−1))−1

(
t(i)c+ F ′(x(i−1))

)
,

(4.1.14)

äçå

α(K, r) def= 1− (1− ρ)(1− ρr)r
K(1 + (1− ρ)(1− ρr)r)

. (4.1.15)

Ìåòàä ñïûíÿåööà, êàëi Ψ(F, x(i)) ≤ δ/(1 + δ).
Õóòêàñöü ç'áÿãàåìàñöi ïàïÿðýäíÿãà ýòàïà ìåòàäà áàð'åðà�ó âûøýé, êàëi

ìíîñòâà dom F ç'ÿ�óëÿåööà ñiìåòðû÷íûì âàêîë ïà÷àòêîâàé êðîïêi x(0) ∈
dom F .

Ñiìåòðûÿ àáìåæàâàíàãà âûïóêëàãà ìíîñòâà S ⊂ Rn âàêîë êðîïêi x ∈
int S âûìÿðàåööà âåëi÷ûí�åé

sym(x, S) def= sup{t ∈ R+ : x+ t(x− S) ⊆ S} .

Ãåàìåòðû÷íà, âåëi÷ûíþ sym(x, S) ìîæíà �óÿâiöü íàñòóïíûì ÷ûíàì. Ðàç-
ãëåäçiì ëiíiþ L ïðàç êðîïêó x; êðîïêà x ðàçáiâàå iíòýðâàë S ∩L íà äâà iíò-
ýðâàëû; äçåëiì äà�óæûíþ ìåíøàãà iíòýðâàëà íà äà�óæûíþ áîëüøàãà; çíàõîä-
çiì ìiíiìóì ãýòûõ äçåëÿ�ó ïà �óñiõ ëiíiÿõ L, ÿêiÿ ïðàõîäçÿöü ïðàç êðîïêó x;
ãýòû ìiíiìóì i �åñöü sym(x, S). Êàëi sym(x, S) = 1, òî ìíîñòâà S äàñêàíàëà ñi-
ìåòðû÷íàå âàêîë x, à êàëi çíà÷ýííå sym(x, S) áëiçêàå äà 0, òî x çíàõîäçiööà
àäíîñíà áëiçêà äà ãðàíiöû ìíîñòâà S. Âiäàâî÷íà, øòî sym(x, S) ≤ 1− πy(x)
äëÿ �óñiõ y ∈ S, äçå πy � ôóíêöûÿ Ìiíêî�óñêàãà ìíîñòâà S ç ïîëþñàì ó
êðîïöû y.

Äëÿ ïðàñòàòû àáàçíà÷ûì sym(x, dom F ) ïðàç sym(x, F ).

Ëåìà 4.1.4 Íÿõàé v, w ∈ dom F , f(x) = −F ′(v)Tx, i ‖x(t) − w‖F ′′(w) ≤ r.
Òàäû

Ψ(F,w) ≤ r

1− r
+

tK2

sym(v, F )

Äîêàç. Ïà àçíà÷ýííþ h(x, t) = −tF ′(v)Tx+F (x); òàìó F ′(w) = hx(w, t)+
tF ′(v) i F ′′(w) = hxx(w, t). Çãîäíà âûíiêó 3.2.1 i òýàðýìå 3.3.6 (íÿðî�óíàñöü
(3.3.36)), ìû ìàåì

Ψ(F,w) = ‖F ′(w)‖F ′′(w)−1 ≤ ‖hx(w, t)‖hxx(w,t)−1 + t‖F ′(v)‖F ′′(w)−1

≤ r

1− r
+

tK2

1− πw(v)
≤ r

1− r
+

tK2

sym(v, F ))
.

2

Òýàðýìà 4.1.5 Äàïóñöiì, øòî F ∈ SSC(K), ìíîñòâà dom F àáìåæàâà-
íà, r ∈ (0, 1

4 ), δ > ρr
1−2ρr . Äëÿ êðîïêi x(0) ∈ dom F ïàïÿðýäíi ýòàï ìåòàäà

áàð'åðà�ó çà O(K log(K/ sym(x(0), F ))) iòýðàöûé âûëi÷âàå êðîïêó x̃ ∈ dom F ,
òàêóþ, øòî ‖x(F )− x̃‖F ′′(x̃) ≤ δ.
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Äîêàç. Ïà iíäóêöûi, âûêàðûñòî�óâàþ÷û âûíiê 3.2.2 i òýàðýìó 4.1.3, íÿ-
öÿæêà äàêàçàöü, øòî äëÿ �óñiõ i > 0 âûêîíâàþööà �óìîâû:

x(i) ∈ dom F ,
‖x(t(i))− x(i−1)‖F ′′(x(i−1)) ≤ r ,
‖x(t(i))− x(i)‖F ′′(x(i)) ≤ ρr .

Çàñòàëîñÿ àöàíiöü ñêëàäàíàñöü àëãàðûòìà. Íÿõàé γ = δ/(1 + δ). Íÿõàé
v = x(0), w = x(i),

t(i) ≤ t̂ def=

(
γ − ρr

1− ρr

)
sym(x(0), F )

K2
.

Ïà ëåìå 4.1.4, òàê ÿê
‖x(t(i))− w‖F ′′(w) ≤ ρr ,

àòðûìëiâàåì, øòî Ψ(F, x(i)) ≤ γ. Çãîäíà âûíiêó 3.2.1, ìû çàêëþ÷àåì, øòî,
êàëi t(i) ≤ t̂, òî

‖x(F )− x(i)‖F ′′(x(i) ≤
γ

1− γ
= δ.

Öÿïåð àöýíêóO
(
K log(K/ sym(x(0), F ))

)
íà êîëüêàñöü iòýðàöûé ìåòàäà ìîæ-

íà àòðûìàöü ç íÿðî�óíàñöi

t(i) = (α(K, r))i = (1−O(1/K))i ≤ t̂ = O
(

sym(x(0), F )/K2
)
.

2

Çà�óâàãà 4.1.1 Ïàïÿðýäíi ýòàï ìåòàäà áàð'åðà�ó ìîæíà ðàçãëÿäàöü ÿê ñà-
ìàñòîéíû àëãàðûòì äëÿ ìiíiìiçàöûi ñàìà�óçãîäíåíûõ áàð'åðà�ó. Òàêi âàðû-
ÿíò ìåòàäà Íüþòàíà íàçûâàþöü ãàìàòîïíûì.

4.1.5 Ìåòàä áàð'åðà�ó ïðû àôiííûõ àáìåæàâàííÿõ

Ðàçãëåäçiì íàñòóïíóþ çàäà÷ó

cTx → max
x ∈ L+ §′,
x ∈ dom F,

(4.1.16)

äçå c ∈ Rn, L � ëiíåéíàÿ ïàäïðàñòîðà �ó Rn, F ∈ SSC(K) i x0 ∈ dom F .
Áóäçåì ëi÷ûöü, øòî L = R(A) + §′, äçå m = rankL = rankA. Öÿïåð ìû

ìîæàì çàïiñàöü çàäà÷ó (4.1.16) ó íàñòóïíûì âûãëÿäçå:

cT y → max
y ∈ dom F ,

(4.1.17)
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äçå c = AT c, F (y) = F (T (y)), T (y) = Ay + x0. Çðàçóìåëà, øòî y0 = 0 ∈
dom F . Òàê ÿê ïà òýàðýìå 3.3.2 (ïóíêò a)) F ∈ SSC(K) i

F
′
(y) = ATF ′(T (y)), F

′′
(y) = ATF ′′(T (y))A,

òî iòýðàöûéíû ïðàöýñ (4.1.10) ìåòàäà áàð'åðà�ó ó ïðûìÿíåííi äà çàäà÷û
(4.1.17) ìû ìîæàì çàïiñàöü íàñòóïíûì ÷ûíàì:

t(i) = α(K, r)t(i−1) ,

y(i) = y(i−1) − F ′′(y(i−1))−1
(
t(i)c+ F

′
(y(i−1))

)
= y(i−1) −

(
ATF ′′(T (y(i−1)))A

)−1
AT
(
t(i)c+ F ′(T (y(i−1)))

)
,

äçå ïàðàìåòð α(K, r) àçíà÷àåööà ïà ôîðìóëå (4.1.11). Âÿðòàþ÷ûñÿ äà çìåí-
íûõ x (x(i) = Ay(i)+x(0)), àòðûìàåì íàñòóïíóþ iòýðàöûéíóþ ïàñëÿäî�óíàñöü:

t(i) = α(K, r)t(i−1) ,
h(i) = t(i)c+ F ′(x(i−1)) ,
x(i) = x(i−1) −A

(
ATF ′′(x(i−1))A

)−1
ATh(i) .

(4.1.18)

Òàê ÿê äëÿ u, v ∈ Rm i y ∈ dom F ñïðàâÿäëiâà ðî�óíàñöü

‖u− v‖2
F (y)

= (u− v)TF (y)(u− v)

= (u− v)TATF (T (y))A(u− v)
= (T (u)− T (v))F (T (y))(T (u)− T (v))
= ‖T (u)− T (v)‖2F (T (y)) ,

òî iòýðàöûéíû ïðàöýñ (4.1.18) ìîæíà ïà÷ûíàöü ç êðîïêi x(0) ∈ dom F ∩
(L + §′) i ïàðàìåòðà t(0) > 0, ÿêiÿ çàäàâàëüíÿþöü óìîâå (4.1.9). Äâóõýòàï-
íû ìåòàä áàð'åðà�ó ìîæà ïà÷àöü ïðàöàâàöü ç êðîïêi x0. Ïàïÿðýäíi ýòàï �ó
ïðûìÿíåííi äà çàäà÷û (4.1.16) àçíà÷àåööà ïàñëÿäî�óíàñöþ:

t(i) = α(K, r)t(i−1) ,
h(i) = t(i)c+ F ′(x(i−1)) ,
x(i) = x(i−1) −A

(
ATF ′′(x(i−1))A

)−1
ATh(i) .

(4.1.19)

äçå t(0) = 1, x(0) = x0, ĉ = −F ′(x0), à ïàðàìåòð α(K, r) àçíà÷àåööà ïà
ôîðìóëå (4.1.15).

4.1.6 Ìåòàä áàð'åðà�ó äëÿ çàäà÷û âûïóêëàãà ïðàãðàìà-
âàííÿ

Áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó âûïóêëàãà ïðàãðàìàâàííÿ

min{f0(x) : fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m; x ∈ D}, (4.1.20)

äçå fi � âûïóêëûÿ ôóíêöûi (i = 0, . . . ,m), àD ⊂ Rn �åñöü "ïðîñòàå"âûïóêëàå
àáìåæàâàíàå ìíîñòâà (íàïðûêëàä, øàð). Äàïóñöiì, øòî çàäà÷à (4.1.20) ñó-
ìåñíà i âÿäîìû
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a) K-ñàìà�óçãîäíåíû áàð'åð F äëÿ D, êðîïêà x0 ∈ int D, sym(x0, D) ≥
δ > 0;

b) êàíñòàíòà U , òàêàÿ, øòî

fi(x) ≤ U äëÿ �óñiõ x ∈ D, i = 1, . . . ,m,
|f0(x)| ≤ U äëÿ �óñiõ x ∈ D;

c) Ki-ñàìà�óçãîäíåíû áàð'åð Fi : Rn ×R→ R äëÿ epi f , i = 0, . . . ,m.

Äëÿ ε > 0 êðîïêà x ∈ D �åñöü ε-àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.1.20),
êàëi

f0(x)− f∗ ≤ ε i fi(x) ≤ ε, i = 1, . . . ,m,

äçå f∗ � àïòûìàëüíàå çíà÷ýííå ôóíêöûi ìýòû �ó çàäà÷û (4.1.20).

Äàäçåíà ε ∈ (0, U). Ïàêëàäçåì γ(ε) def= ε
3U ,

fε(x) def= max{γ(ε)(f0(x) + U), f1(x), . . . , fm(x)}.

Ëåìà 4.1.5 Êðîïêà x ∈ D, ÿêàÿ çàäàâàëüíÿå íÿðî�óíàñöi

fε(x)−min
y∈D

fε(y) ≤ ε2

3U
, (4.1.21)

ç'ÿ�óëÿåööà ε-àïòûìàëüíûì ðàøýííåì çàäà÷û (4.1.20).

Äîêàç. Íÿõàé x∗ � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.1.20). Òàäû, çãîäíà
b), ìû ìàåì

min
y∈D

fε(y) ≤ fε(x∗) = γ(ε)(f∗ + U).

Òàêiì ÷ûíàì, êàëi êðîïêà x ∈ D çàäàâàëüíÿå (4.1.21), òî

fi(x) ≤ γ(ε)(f∗ + U) +
ε2

3U
≤ 2εU

3U
+

ε2

3U
≤ ε, i = 1, . . . ,m,

i

γ(ε)(f0(x) + U) ≤ γ(ε)(f∗ + U) +
ε2

3U
.

Àäêóëü f0(x) ≤ f∗ + ε. 2

Êðîïêó x, ÿêàÿ çàäàâàëüíÿå íÿðî�óíàñöi (4.1.21), ìû ìîæàì çíàéñöi, âû-
ðàøû�óøû ç äàêëàäíàñöþ ε íàñòóïíóþ çàäà÷ó

min
(x,t)∈Dε

t , (4.1.22)

äçå

Dε
def= {(x, t) ∈ Rn ×R : x ∈ D, fε(x) ≤ t ≤ 2U} .
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Ôóíêöûÿ

Fε(x, t)
def= F0(x, t/γ(ε)− U) +

m∑
i=1

Fi(x, t) + F (x)− ln(2U − t)

�åñöü ñàìà�óçãîäíåíû áàð'åð äëÿ ìíîñòâàDε ç ïàðàìåòðàìKε
def=
√∑m

i=0K
2
i +K2 + 1.

Ãýòû ôàêò âûíiêàå ç òýàðýìû 3.3.2.
Íàì çàñòàëîñÿ �óêàçàöü óíóòðàíóþ êðîïêó ìíîñòâà Dε. Ïàêîëüêi x0 ∈

int D i fε(x0) ≤ U , òî êðîïêà z = (x0, 3/2U) íàëåæûöü int Dε. Ïàêàæàì, øòî
sym(z,Dε) ≥ min{ 1

3 , δ}. Ñàïðà�óäû, êàëi (x, t) ∈ Dε, òî t ≥ fε(x) ≥ 0 i t ≤ 2U ;

òàìó êðîïêà (x(s), t(s)) def= z + s(z − (x, t)) äëÿ �óñiõ s ∈ [0, 1
3 ] çàäàâàëüíÿå

íÿðî�óíàñöi U ≤ t(s) ≤ 2U . Äëÿ 0 ≤ s ≤ δ ìû òàêñàìà ìàåì x(s) ∈ D (ãë.
a)). Òàìó äëÿ 0 ≤ s ≤ min{ 1

3 , δ} ìàåì x(s) ∈ D i fε(x(s)) ≤ U ≤ t(s) ≤ 2U .
Çíà÷ûöü, äëÿ s = min{ 1

3 , δ} êðîïêà z + s(z − (x, t)) íàëåæûöü Dε äëÿ �óñiõ
(x, t) ∈ Dε.

Òàêiì ÷ûíàì, ïà òýàðýìàõ 4.1.4 i 4.1.5, ïà÷ûíàþ÷û ç êðîïêi (x0, 3
2U), ìû

ìîæàì âûðàøûöü çàäà÷ó (4.1.22) ç äàêëàäíàñöþ ε2/(3U) äâóõñòàäûéíûì
ìåòàäàì áàð'åðà�ó, âûêàíà�óøû �ó ñóìå

N(ε) def= O

(
Kε ln

UKε

εδ

)
iòýðàöûé íà ïàïÿðýäíiì i àñíî�óíûì ýòàïàõ. Ïàäñóìî�óâàþ÷û ñêàçàíàå, ìû
ôàðìóëþåì

Òýàðýìà 4.1.6 Ïðû äàïóø÷ýííÿõ a), b) i c) ìåòàä áàð'åðà�ó çíàõîäçiöü ε-
àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û âûïóêëàãà ïðàãðàìàâàííÿ (4.1.20) çà ÷àñ

O

(
n3TfKε ln

UKε

εδ

)
,

äçå Tf � ñêëàäàíàñöü âûëi÷ýííÿ ãðàäûåíòà i ìàòðûöû Ãåññå ôóíêöûi Fε(x, t).

Çàäà÷à âûïóêëàãà êâàäðàòû÷íàãà ïðàãðàìàâàííÿ

Ðàçãëåäçiì çàäà÷ó âûïóêëàãà êâàäðàòû÷íàãà ïðàãðàìàâàííÿ �ó íàñòóïíàé
ïàñòàíî�óöû:

f0(x) → min
fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m,
‖x‖ ≤ R ,

(4.1.23)

äçå R > 0; fi(x) = 1
2x

TQix + cTi x + di, Qi ∈ SM+
n , ci ∈ Rn, di ∈ R (0 =

1, . . . ,m).
Çàäà÷à (4.1.23) ç'�óëÿåööà ïðûâàòíûì âûïàäêàì çàäà÷û âûïóêëàãà ïðà-

ãðàìàâàííÿ (4.1.20). Êàíêðýòûçóì ñõåìó, ðàñïðàöàâàíóþ âûøýé äëÿ ðàø-
ýííÿ çàäà÷û (4.1.20), ó äà÷ûíåííi äà çàäà÷û (4.1.23).
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Òàê ÿê öÿïåð D = B(0, R), òî (ãë. ïàðàãðàô 3.3.1, ïðûêëàä 3)

F (x) = − ln(R2 − xTx), K = 1; x0 = 0, δ = 1.

Äëÿ i = 0, . . . ,m áàð'åðû Fi àçíà÷àþööà ïà ïðàâiëó:

Fi(x, t) = − ln(t− fi(x)), Ki = 1

(ãë. ïàðàãðàô 3.3.1, ïðûêëàä 3). Òàìó

Fε(x, t) = − ln (t/γ(ε)− U − f0(x))−
m∑
i=1

ln(t− fi(x))

− ln(R2 − xTx)− ln(2U − t)

i Kε =
√
m+ 3. Ãðàäûåíò i ìàòðûöà Ãåññý ôóíêöûi Fε àçíà÷àþööà ïà ôîð-

ìóëàõ:

(Fε(x, t))′ =


− 1
t− γ(ε)(U + f0(x))

−
m∑
i=1

1
t− fi(x)

+
1

2U − t
f ′0(x)

t/γ(ε)− U − f0(x)
−

m∑
i=1

f ′i(x)
t− fi(x)

+
x

R2 − xTx


i

(Fε(x, t)tt =
1

(t− γ(ε)(U + f0(x)))2 −
m∑
i=1

1
(t− fi(x))2

+
1

(2U − t)2
,

(Fε(x, t)tx = − f ′0(x)
(t/γ(ε)− U − f0(x))2 −

m∑
i=1

f ′i(x)
(t− fi(x))2

,

(Fε(x, t)xx =
f ′′0 (x)

t/γ(ε)− U − f0(x)
+

f ′0(x)(f ′0(x))T

(t/γ(ε)− U − f0(x))2 +

m∑
i=1

(
f ′′i (x)
t− fi(x)

+
f ′i(x)(f ′i(x))T

(t− fi(x))2

)
+

1
R2 − xTx

I +
xxT

(R2 − xTx)2
,

äçå

(Fε(x, t)tt
def=

∂2

∂t2
Fε(x, t) ,

(Fε(x, t)tx
def=

(
∂2

∂t ∂x1
Fε(x, t), . . . ,

∂2

∂t ∂xn
Fε(x, t)

)
,

(Fε(x, t)xx
def=

[
∂2

∂xi ∂xj
Fε(x, t)

]
i,j=1,...,n

.
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Ç óëiêàì òàãî, øòî ãðàäûåíò i ìàòðûöà Ãåññý ôóíêöûi Fε ìîãóöü áûöü
âûëi÷àíû çà ÷àñ O(mn2) (f ′i(x) = Qix + ci, f ′′i (x) = Qi), òî ç òýàðýìû 4.1.6
àäðàçó âûíiêàå íàñòóïíû ðýçóëüòàò.

Òýàðýìà 4.1.7 Ìåòàä áàð'åðà�ó çíàõîäçiöü ε-àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û
êâàäðàòû÷íàãà ïðàãðàìàâàííÿ (4.1.23) çà ÷àñ

O

(√
m(mn2 + n3) ln

mU

ε

)
.

4.1.7 Ìåòàä áàð'åðà�ó äëÿ çàäà÷û ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàã-
ðàìàâàííÿ

Áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ �ó íàðìàëüíàé ôîð-
ìå:

cTx → max
n∑
j=1

Ajxj ≤SMm
+

B , (4.1.24)

äçå c ∈ Rn, B ∈ SMm, Aj ∈ SMm (j = 1, . . . , n). Ó ÿêàñöi áàð'åðà äëÿ
äàïóø÷àëüíàãà àáñÿãó çàäà÷û (4.1.24) âîçüìåì ôóíêöûÿíàë (ãë. ïàðàãðàô
3.3.1)

F (x) def= − ln det

B − n∑
j=1

Ajxj

 .

Àïiøàì ïàñëÿäî�óíàñöü êðîêà�ó, ÿêiÿ òðýáà âûêàíàöü íà i-é iòýðàöûi ìå-
òàäà áàð'åðà�ó (4.1.10):

1) âûëi÷ûöü ìàòðûöó Y = B−
∑n
j=1A

jx
(i)
j (O(nm2) àðûôìåòû÷íûõ àïå-

ðàöûé);

2) âûëi÷ûöü ìàòðûöó Y −1 (O(m3) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé);

3) ïà ôîðìóëå (3.3.20) âûëi÷ûöü n êàìïàíåíò âåêòàðà F ′(x(i)) (ïà O(m2)
àïåðàöûé íà êàìïàíåíòó, óñÿãî O(nm2) àïåðàöûé);

4) ïà ôîðìóëå (3.3.21) âûëi÷ûöü n2 ýëåìåíòà�ó ìàòðûöû F ′′(x(i)) (O(n2m2)
àïåðàöûé);

5) âûëi÷ûöü x(i+1), âûðàøàþ÷û ÑËÓ

F ′′(x(i))x(i+1) = F ′′(x(i))x(i) + t(i+1)c− F ′(x(i))

(O(n3) àïåðàöûé).

Òàêiì ÷ûíàì, àãóëüíàÿ ñêëàäàíàöü àäíîé iòýðàöûi ìåòàäà áàð'åðà�ó ó äà-
÷ûíåííi äà çàäà÷û ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ (4.1.24) ñêëàäçå O(m3 +
n2m2 + n3) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé. Çðàçóìåëà, øòî ãýòó àöýíêó ìîæíà
ïàíiçiöü, êàëi ìàòðûöû Ai ðàçðýäæàíûÿ (ìàþöü ìíîãà íóëÿâûõ ýëåìåí-
òà�ó). Ç óëiêàì òàãî, øòî F ∈ SSC(

√
m), ïàäñóìî�óâàþ÷û âûøýéñêàçàíàå,

ìû äýòàëiçóåì òýàðýìó 4.1.4 íàñòóïíûì ÷ûíàì.
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Òýàðýìà 4.1.8 Íÿõàé r ∈ (0, 1
2 ), ρ = r

1−2r , ε > 0, i t(0) > 0, x(0) ∈ dom F
çàäàâàëüíÿþöü (4.1.9). Tàäû ìåòàä áàð'åðà�ó, àçíà÷àíû ïà (4.1.10), âûëi÷âàå
ε-àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.1.6) çà ÷àñ O

(
(m3 + n2m2 + n3)

√
m log(m/(t(0)ε))

)
.

M-ìåòàä

Ðàçãëåäçiì íàñòóïíóþ ìàäûôiêàöûþ çàäà÷û (4.1.24):

cTx−Mxn+1 → max
n∑
j=1

Ajxj − Ixn+1 ≤SMm
+

B , (4.1.25)

äçå M � äàñòàòêîâà âÿëiêi ëiê. Íÿõàé

q
def= max

1≤i≤m

m∑
j=1, i 6=j

|bij | − bii + 1

i B′
def= B + qI. Òàê ÿê

b′ii ≥ bii +
∑

j=1, i 6=j

|bij | − bii + 1 >
∑

j=1, i 6=j

|b′ij | , i = 1, . . . ,m,

òî B′ �åñöü ìàòðûöà ñà ñòðîãàé äûÿãàíàëüíàé ïåðàâàãàé; òàìó ÿíà äàäàòíà
àçíà÷àíà. Àäñþëü âûíiêàå, øòî êðîïêà (x0 = 0, x0

n+1 = q) íàëåæûöü dom F ,
äçå

F (x) def= − ln det

B − n∑
j=1

Ajxj + Ixn+1

 ,

i ç ÿå ìîæíà ïà÷ûíàöü ðàøàöü çàäà÷ó (4.1.25) äâóõýòàïíûì ìåòàäàì áàð'åðà�ó.

4.2 Ìåòàä áàð'åðà�ó äëÿ çàäà÷û ËÏ

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ðàçãëåäçiì øýðàã àñïåêòà�ó, çâÿçàíûõ ç ïðûìÿíåí-
íåì ìåòàäà áàð'åðà�ó äëÿ ðàøýííÿ çàäà÷û ËÏ. Áîëüø êàíêðýòíà, ìû

1) ðàçãëåäçiì ñòàíäàðòíóþ òýõíiêó, ïðàïàíàâàíóþ Í. Êàðìàðêàðàì, ÿêàÿ
äàçâàëÿå �ó O(

√
m) ðàçî�ó ïàìåíøûöü àöýíêó ñêëàäàíàñöi àëãàðûòìà;

2) ïàêàæàì ÿê çíàéñöi ñòàðòàâûÿ çíà÷ýííi (t(0), x(0));

3) àöýíiì ñêëàäàíàñöü ìåòàäà ÿê ôóíêöûþ àä ïàìåðó çàäà÷û.

Áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó ËÏ ó íàðìàëüíàé ôîðìå

max{cTx : Ax ≤ b}, (4.2.26)
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äçå c ∈ Zn, A ∈ Mm,n(Z) (rankA = n), b ∈ Zm. ßê çâû÷àéíà, íÿõàé ∆
àáàçíà÷àå ìàêñiìàëüíû ìiíîð ìàòðûöû êàýôiöûåíòà�ó çàäà÷û, h � âûøûíþ
çàäà÷û (ìàêñiìàëüíû ïà ìîäóëþ êàýôiöûåíò), à L � ïàìåð çàäà÷û.

Ó ÿêàñöi áàð'åðà äëÿ ïàëiýäðà P≤(A, b) àáìåæàâàííÿ�ó çàäà÷û âîçüìåì
ñòàíäàðòíû ëàãàðûôìi÷íû áàð'åð

F (x) = −
m∑
i=1

ln(bi −Aix) .

ßê ìû âåäàåì, ÿãî ïàðàìåòð K =
√
m, à ãðàäûåíò i ìàòðûöà äðóãiõ âû-

òâîðíûõ âûëi÷âàþööà ïà ôîðìóëàõ:

F ′(x) = ATD(x)−1 e , F ′′(x) = ATD(x)−2A , (4.2.27)

äçå D(x) = diag(b−Ax). Çàçíà÷ûì, øòî �óìîâà rankA = n ãàðàíòóå, øòî âà
�óñiõ óíóòðàíûõ êðîïêàõ ïàëiýäðà P≤(A, b) ìàòðûöà F ′′(x) äàäàòíà àçíà÷à-
íà. Ó ïðûìÿíåííi äà çàäà÷û (4.2.26) àäëþñòðàâàííå h(x, t) àçíà÷àåööà ïà
ôîðìóëå:

h(x, t) = −tcTx+ F (x).

Òàìó
hx(x, t) = ATD(x)−1 e−tc , hxx(x, t) = ATD(x)−2A .

Öÿïåð iòýðàöûéíû ïðàöýñ (4.1.10) ìåòàäà áàð'åðà�ó ìîæíà ïåðàïiñàöü íà-
ñòóïíûì ÷ûíàì:

t(i) = α(
√
m, r)t(i−1) ,

F ′′(x(i−1)) = ATD(x(i−1))−2A,
hx(x(i−1), t(i)) = ATD(x(i−1))−1 e−t(i)c ,
x(i) = x(i−1) − F ′′(x(i−1))−1hx(x(i−1), t(i)) .

(4.2.28)

ßê i �ó áàçàâàé âåðñii ìåòàäà ñòàðòàâûÿ çíà÷ýííi (t(0), x(0)) ïàâiííû çàäà-
âàëüíÿöü óìîâå (4.1.9), à äëÿ r ∈ (0, 1

2 ), ρ = r
1−2r , i K =

√
m ïàðàìåòð

α(K, r) àçíà÷àåööà ïà ôîðìóëå (4.1.11).

4.2.1 Ìàäûôiêàâàíû ìåòàä áàð'åðà�ó

Ñêëàäàíàñöü ìåòàäà áàð'åðà�ó ìîæíà ïàìåíøûöü, êàëi íà êîæíàé iòýðàöûi
âûëi÷âàöü àäâàðîòíóþ ìàòðûöó F ′′(x(i−1))−1 ïðûáëiçíà.

Íÿõàé ïàðàìåòðû θ ∈ [0, 1), β def=
√

1− θ, r > 0 çàäàâàëüíÿþöü íàñòóï-
íûì óìîâàì:

r <
β4

1 + β2 = (1− θ)2

2− θ ,

ρ
def= r + 1− β2

β4 − (1 + β2)r
= r + θ

(1− θ)2 − (2− θ)r ∈ (0, 1) .
(4.2.29)
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Àçíà÷ûì

α̃(θ, r) def= 1 +
(1− ρ)(1− ρr)r√

m(1 + (1− ρ)(1− ρr)r)
. (4.2.30)

Äàïóñöiì, øòî t(0) > 0 i x(0) ∈ dom F çàäàâàëüíÿþöü �óìîâå (4.1.9). Ðàç-
ãëåäçiì íàñòóïíóþ ìàäûôiêàöûþ iòýðàöûéíàãà ïðàöýñà ìåòàäà áàð'åðà�ó:

t(i) = α̃(θ, r)t(i−1) ,
x(i) = x(i−1) − (G(i))−1

(
ATD(x(i−1))−1 e−t(i)c

)
,

(4.2.31)

äçå G(i) = AT (D(i))−2A, D(0) = D(x(0)), à D(i) ∈Mm,m(R) � äûÿãàíàëüíàÿ
ìàòðûöà ç j-ì äûÿãàíàëüíûì ýëåìåíòàì

δ
(i)
j

def=


δ

(i−1)
j , êàëi

∣∣∣∣∣∣1−
(

δ
(i−1)
j

bj −Ajx(i−1)

)2
∣∣∣∣∣∣ ≤ θ ,

bj −Ajx(i−1) , iíàêø.

(4.2.32)

Òýàðýìà 4.2.1 Íÿõàé ε > 0, ïàðàìåòðû θ ∈ [0, 1) i r > 0 çàäàâàëüíÿþ-
öü óìîâå (4.2.29), à ñòàðòàâûÿ çíà÷ýííi (t(0), x(0)) � óìîâå (4.1.9). Òà-
äû ìàäûôiêàâàíû ìåòàä áàð'åðà�ó, ÿêi àçíà÷àåööà iòýðàöûéíûì ïðàöýñàì
(4.2.31), çíàõîäçiöü ε-àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.2.26) çà ÷àñ O

(
n2m ln

(
m/(t(0)ε)

))
.

Ïåðø ÷ûì ïðûñòóïiöü äà äîêàçó òýàðýìû 4.2.1, äàêàæàì íåêàëüêi äàïà-
ìîæíûõ ðýçóëüòàòà�ó.

Ëåìà 4.2.1 Íÿõàé A ∈ Mm,n(R), rankA = n, D = diag(δ), D̃ = diag(δ̃),
äçå δ, δ̃ ∈ Rm

++. Êàëi äëÿ θ ∈ (0, 1)∣∣∣∣∣1− δ̃2
i

δ2
i

∣∣∣∣∣ ≤ θ , i = 1, . . . ,m ,

òî ìàòðûöà B̃ = AT D̃−2A ç'ÿ�óëÿåööà
√

1− θ-�óçãîäíåíàé ç ìàòðûöàé B =
ATD−2A.

Äîêàç. Äëÿ v ∈ Rn ìàåì

|vTBv − vT B̃v| =
∣∣∣vTAT D̃−1

(
D−2D̃2 − I

)
D̃−1Av

∣∣∣
≤ ‖D̃−1Av‖2 · ‖D−2D̃2 − I‖
≤ θvT B̃v ,

öi

(1− θ)vT B̃v ≤ vTBv ≤ (1 + θ)vT B̃v ≤ 1
1− θ

vT B̃v .

Àäêóëü
√

1− θ‖v‖B̃ ≤ ‖v‖B ≤
1√

1− θ
‖v‖B̃ .

2
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Ëåìà 4.2.2 Äëÿ ëþáîãà v ∈ Rm, òàêîãà, øòî ‖v‖ < 1, âûêîíâàåööà íÿ-
ðî�óíàñöü

m∑
j=1

| ln(1− vj)| ≤
√
m
‖v‖

1− ‖v‖
. (4.2.33)

Äîêàç ïàêiäàåì ÷ûòà÷ó �ó ÿêàñöi íåñêëàäàíàãà ïðàêòûêàâàííÿ ç àíàëiçà.
2

Ëåìà 4.2.3 Ïðû âûêàíàííi �óìî�ó òýàðýìû 4.2.1, ïàñëÿäî�óíàñöi {t(i)} i {x(i)},
áóäóåìûÿ ìàäûôiêàâàíûì ìåòàäàì áàð'åðà�ó, çàäàâàëüíÿþöü íàñòóïíûì
óìîâàì:

x(i) ∈ dom F ,
‖x(t(i))− x(i−1)‖F ′′(x(i−1)) ≤ r ,

‖x(t(i))− x(i)‖F ′′(x(i)) ≤ ρr ,

(4.2.34)

m∑
j=1

∣∣∣∣ln( bj −Ajx(i)

bj −Ajx(i−1)

)∣∣∣∣ ≤ ν(θ, r)
√
m, (4.2.35)

äçå ν(θ, r) �åñöü êàíñòàíòà, ÿêàÿ çàëåæûöü òîëüêi àä θ i r.

Äîêàç. Çãîäíà (4.2.32) i ëåìå 4.2.1, íà êîæíàé iòýðàöûi i ìàòðûöà G(i)

ç'ÿ�óëÿåööà
√

1− θ-�óçãîäíåíàé ç ìàòðûöàé F ′′(x(i−1)) = ATD(x(i−1))−2A. Ïà
iíäóêöûi, âûêàðûñòî�óâàþ÷û òýàðýìó 3.2.2 (ïóíêò b)) i òýàðýìó 4.1.3 (ïóíêò
a)), ïðàâÿðàåööà, øòî äëÿ �óñiõ i ≥ 0 âûêîíâàþööà �óìîâû (4.2.34).

Äàêàæàì íÿðî�óíàñöü (4.2.35). Ïà ëåìå 4.2.2, ç óëiêàì (4.2.27), ìàåì

m∑
j=1

∣∣∣∣ln( bj −Ajx(i)

bj −Ajx(i−1)

)∣∣∣∣ =
m∑
j=1

∣∣∣∣ln(1− Aj(x(i) − x(i−1))
bj −Ajx(i−1)

)∣∣∣∣
≤
√
m
‖ATD(x(i−1))−1(x(i) − x(i−1))‖
1− ‖ATD(x)−1(x(i) − x(i−1))‖

≤
√
m
‖x(i) − x(i−1)‖F ′′(x(i−1))

1− ‖x(i) − x(i−1)‖F ′′(x(i−1))

.

Òàê ÿê

r′ = ‖x(t(i))− x(i−1)‖G(i)

≤ 1
β
‖x(t(i))− x(i−1)‖F ′′(x(i−1))

≤ 1
β
r ≤ 1

β

β4

1 + β2
< β ,
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òî ïà òýàðýìå 3.2.1 ìàåì

‖x(i) − x(i−1)‖F ′′(x(i−1)) ≤ 1
β
‖x(i) − x(i−1)‖G(i)

=
1
β
‖hx(x(i−1), t(i))‖G(i)

≤ r′

β2(β − r′)
≤ r

β2(β2 − r)
.

Öÿïåð (4.2.35) âûíiêàå ç íÿðî�óíàñöi

‖x(i) − x(i−1)‖F ′′(x(i−1))

1− ‖x(i) − x(i−1)‖F ′′(x(i−1))

≤

r
β2(β2 − r)

1− r
β2(β2 − r)

=
r

(1− θ)(1− θ − r)− r
def= ν(θ, r) .

2

Äîêàç òýàðýìû 4.2.1. Êàðýêòíàñöü àëãàðûòìà âûíiêàå ç ëåìû 4.2.3. Àö-
ýíiì ñêëàäàíàñöü. Ïî�óíàñöþ àíàëàãi÷íà, ÿê i �ó äîêàçå òýàðýìû 4.1.4, äà-
êàçâàåööà, øòî çà N(ε) = O(

√
m log(m/(t(0)ε))) iòýðàöûé ìåòàä áóäóå ε-

àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.2.26). Êàëi N (i) def= |j ∈ Nm : δ(i)
j 6= δ

(i−1)
j |,

òî, ïà÷ûíàþ÷û ç ìàòðûöû (G(i−1))−1, ìàòðûöó (G(i))−1 ìîæíà âûëi÷ûöü

çà ÷àñ O(n2N (i)). Òàìó ó ñóìå àëãàðûòì âûêîíâàå O
(
n2
∑N(ε)
i=1 N (i)

)
àðûô-

ìåòû÷íûõ àïåðàöûé. Àöýíiì âåëi÷ûíþ
∑N(ε)
i=1 N (i). Êàëi δ(i)

j 6= δ
(i−1)
j , òî ïà

(4.2.32) ñïðàâÿäëiâà íÿðî�óíàñöü

2| ln(δ(i)
j /δ

(i−1)
j )| ≥ ln(1 + θ).

Àäêóëü

N(ε)∑
i=1

N (i) ≤ 2
ln(1 + θ)

m∑
j=1

N(ε)∑
i=1

∣∣∣∣∣ln
(

δ
(i)
j

δ
(i−1)
j

)∣∣∣∣∣
=

2
ln(1 + θ)

N(ε)∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣∣∣ln
(

δ
(i)
j

δ
(i−1)
j

)∣∣∣∣∣
≤ 2ν(θ, r)

ln(1 + θ)
N(ε)

√
m

= O(N(ε)
√
m) = O(m log(m/(t(0)ε))) .

2
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4.2.2 M-ìåòàä

Äëÿ ïðûìÿíåííÿ ìåòàäà áàð'åðà�ó òðýáà êàá çàäà÷à (4.2.26) ìåëà ñòðîãà
äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå x(0), ã. çí. òàêîå, øòî Ax(0) < b. ßê ãýòà âûíiêàå ç
òýàðýìû äâîéíàñöi, çíàéñöi òàêóþ êðîïêó �ó àãóëüíûì âûïàäêó íå ëÿã÷ýé
÷ûì âûðàøûöü çàäà÷ó ËÏ. Àäçiíàå âûéñöå ç ãýòàé ñiòóàöûi �ó òûì, êàá
ïàáóäàâàöü íîâóþ çàäà÷ó ËÏ, ÿêàÿ

• ýêâiâàëåíòíà çûõîäíàé çàäà÷û �ó òûì ñýíñå, øòî ïà ÿå àïòûìàëüíàìó
ðàøýííþ ë�åãêà çíàéñöi ðàøýííå çûõîäíàé çàäà÷û;

• ìàå ñòðîãà äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå, ÿêîå ïðîñòà çíàéñöi.

Íÿõàé M > 0 âÿëiêi ëiê. Ðàçãëåäçiì íàñòóïíóþ ìàäûôiêàöûþ çàäà÷û
(4.2.26):

cTx − Mxn+1 → max
Ax + ( 1

M b− e)xn+1 ≤ b,
( 1
M c−AT e)Tx ≤ M,

−xn+1 ≤ 0.

(4.2.36)

Íÿõàé x
def= (x, xn+1). ßê çà�óñ�åäû, äàïóø÷àëüíû àáñÿã çàäà÷û (4.2.36)

çàäàåì ëàãàðûôìi÷íûì áàð'åðàì

F (x) = −
m∑
i=1

ln
(
bi −Aix−

(
1
M
b− e

)
xn+1

)

− ln

(
M −

(
1
M
c−AT e

)T
x

)
.

Çàçíà÷ûì òàêñàìà, øòî àäëþñòðàâàííå h ó ãýòûì âûïàäêó àçíà÷àåööà ïà
ôîðìóëå:

h(x, t) = t
(
Mxn+1 − cTx

)
+ F (x) .

Ëåìà 4.2.4 Êàëi M = M(m+ 1)− bT e, òî êðîïêà

x(0) =
(
x(0) = 0, x(0)

n+1 = M
)

�åñöü ñòðîãà äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå ìàäûôiêàâàíàé çàäà÷û (4.2.36) i hx(x(0), t(0)) =
0 äëÿ t(0) = 1

M2 .

Äîêàç ïàêiäàåì ÷ûòà÷ó �ó ÿêàñöi íåñêëàäàíàãà ïðàêòûêàâàííÿ. 2

Ç ëåìû 4.2.4 âûíiêàå, øòî x(0) = x(t(0)) i ìåòàä áàð'åðà�ó ìîæà ïà÷ûíàöü
ðàøýííå çàäà÷û (4.2.36) ç ïàðû (t(0), x(0)).

Çàïiøàì äâîéíóþ äà çàäà÷û (4.2.36):

bT y + Mym+1 → min
AT y + ( 1

M c−AT e)ym+1 = c,
( 1
M b− e)T y ≥ −M,

y ≥ 0, ym+1 ≥ 0.

(4.2.37)
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Ëåìà 4.2.5 Êàëi M ≥ n(m + 1)(h + 1)∆ i M ≥ m∆ + 1, òî (x0, x0
n+1) �

àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.2.36) òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi x0
n+1 = 0

i x0 � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.2.26).

Äîêàç. Íÿõàé x∗, y∗ � àïòûìàëüíûÿ ðàøýííi çàäà÷û (4.2.26) i ÿå äâîé-
íàé. Òàê ÿê, çãîäíà òýàðýìå 1.5.44, |x∗j | ≤ ∆ i |y∗i | ≤ ∆, òî ñïðàâÿäëiâû
íÿðî�óíàñöi

1
M cTx∗ − eTAx∗ ≤ 1

M nh∆ + nmh∆ < M ,
1
M bT y∗ − eT y∗ ≥ − 1

Mmh∆−m∆ > −M .
(4.2.38)

Òàìó (x∗, 0) i (y∗, 0) �åñöü, àäïàâåäíà, äàïóø÷àëüíûÿ ðàøýííi çàäà÷ (4.2.36)
i (4.2.37). Áîëüø òàãî, òàê ÿê cTx∗ = bT y∗, òî, çãîäíà âûíiêó 1.3.1, (x∗, 0),
(y∗, 0) ç'ÿ�óëÿþööà àïòûìàëüíûìi ðàøýííÿìi çàäà÷ (4.2.36) i (4.2.37).

Êàëi iñíóå àïòûìàëüíàå ðàøýííå (x0, x0
n+1) çàäà÷û (4.2.36), òàêîå, øòî

x0
n+1 > 0, òî ïà �óìîâå äàïà�óíÿþ÷àé íÿæîðñòêàñöi (âûíiê 1.3.1) àòðûìëiâà-

åì x0
n+1

((
1
M b− e

)T
y∗ +M

)
= 0, öi

(
1
M b− e

)T
y∗ = −M , øòî ñóïÿðý÷ûöü

(4.2.38). 2

Ëåìà 4.2.6 ÍÿõàéM ≥ n(m+1)(h+1)∆. Êàëi (x̃, x̃n+1) �åñöü äàïóø÷àëüíàå
ε-àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.2.36) äëÿ M = M̃ ≥ m∆ + 3, òî x̃ � ε-
àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.2.26).

Äîêàç. Íÿõàé x∗ � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.2.26). Ïà ëåìå 4.2.5
çàêëþ÷àåì, øòî (x∗, 0) � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.2.36) äëÿ �óñiõ
M ≥ m∆ + 1. Òàìó ìàþöü ìåñöà íÿðî�óíàñöi

cT x̃− (m∆ + 1)x̃n+1 ≤ cTx∗ ,

cT x̃− M̃x̃n+1 ≥ cTx∗ − ε .

Çàçíà÷ûì, øòî àïîøíÿÿ ç ãýòûõ íÿðî�óíàñöåé âûíiêàå ç ε-àïòûìàëüíàñöi
êðîïêi (x̃, x̃n+1). Êàëi àäíÿöü äðóãóþ íÿðî�óíàñöü àä ïåðøàé, ïàñëÿ ïåðà-
ãðóïî�óêi àòðûìàåì

x̃n+1 ≤
ε

M̃ −m∆− 1
≤ ε

2
.

Öÿïåð äëÿ i = 1, . . . ,m ìàåì

Aix̃ ≤ bi −
(

1
M
bi − 1

)
x̃n+1 ≤ bi + 2x̃n+1 ≤ bi + ε .

2

Öÿïåð äàêàæàì íàñòóïíû âàæíû ðýçóëüòàò.

Òýàðýìà 4.2.2 Ìåòàä áàð'åðà�ó ç'ÿ�óëÿåööà O(n2mL)-àëãàðûòìàì ëiíåé-
íàãà ïðàãðàìàâàííÿ.
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Äîêàç. Áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó (4.2.26). Íÿõàé ε = 1
2n∆3 . Ìåòàäàì

áàð'åðà�ó, ïà÷ûíàþ÷û ç t(0) = 1
M2 i (x(0) = 0, x(0)

n+1 = M), äçå M = n(m +
1)(h + 1)∆, M = M(m + 1) − bT e (çàçíà÷ûì, øòî M ≥ m∆ + 3), çíîéäçåì
äàïóø÷àëüíàå ε-àïòûìàëüíàå ðàøýííå (x̃, x̃n+1) çàäà÷û (4.2.36). Äëÿ ãýòàãà
ïà òýàðýìå 4.2.1 ìàäûôiêàâàíàìó ìåòàäó áàð'åðà�ó ñïàòðýáiööà âûêàíàöü

O
(
n2m ln

(
m/(t(0)ε)

))
= O

(
n2m ln(2mn3(m+ 1)2(h+ 1)2∆5)

)
= O

(
n2m ln(mnh∆)

)
= O(n2mL)

àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé. Ïà ëåìå 4.2.6 êðîïêà x̃ ç'ÿ�óëÿåööà 1
2n∆3 -àïòûìàëüíûì

ðàøýííåì çàäà÷û (4.2.26). Òàìó, çãîäíà òýàðýìå 1.5.4, âûêàíà�óøû ÿø÷ý
O(n2m) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé, ïðàöýäóðàé re�ne ìîæíà ïåðà�óòâàðûöü
ε-àïòûìàëüíàå ðàøýííå x̃ ó äàêëàäíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.2.26). 2

Òàê ÿê ìàòðûöà àáìåæàâàííÿ�ó çàäà÷û (4.2.36) çàëåæûöü àä M i ëiê M
ìîæà áûöü äàñòàòêîâà âÿëiêiì, òî ïðû ðýàëiçàöûi ìåòàäà áàð'åðà�ó ìîãóöü
óçíiêíóöü ñóð'�åçíûÿ ïðàáëåìû, çâÿçàíûÿ ç äðýííàé àáóìî�óëåíàñöþ ìàò-
ðûöû äðóãiõ âûòâîðíûõ. Ó ÿêàñöi àëüòýðíàòûâû ìîæíà âûêàðûñòî�óâàöü
íàñòóïíû ïàäûõîä, ÿêi íàêiðàâàíû íà âûêàðûñòàííå äâóõýòàïíàãà ìåòàäà
áàð'åðà�ó.

Íÿõàé M > 0 âÿëiêi ëiê. Ðàçãëåäçiì íàñòóïíóþ ìàäûôiêàöûþ çàäà÷û
(4.2.26):

cTx − Mxn+1 → max
Ax + (b− e)xn+1 ≤ b,

−xn+1 ≤ 0.
(4.2.39)

Çàäà÷à (4.2.39) ìàå ñòðîãà äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå x0 = (x0 = 0, x0
n+1 = 1).

Öàëêàì àíàëàãi÷íà, ÿê i �ó äîêàçå òýàðýìû 4.2.5, ìîæíà ïàêàçàöü, øòî,
êàëi M ≥ m(h + 1)∆, òî x∗n+1 = 0 äëÿ êîæíàãà àïòûìàëüíàãà ðàøýííÿ
(x∗, x∗n+1) çàäà÷û (4.2.39).

4.3 Ìåòàä Êàðìàðêàðà

Ïåðøàå çíà�åìñòâà ç ìåòàäàì ïðàåêòû�óíûõ ïåðà�óòâàðýííÿ�ó Êàðìàðêàðà
çðó÷íà ïà÷àöü ç ðàçãëÿäó íàñòóïíàé çàäà÷û. Äàäçåíû âåêòàðû c, a ∈ Rn,
ìàòðûöà A ∈ Mm,n(R) (rankA = m) i çàìêí�åíû âûïóêëû âîñòðû êîíóñ
C ⊂ Rn ç íåïóñòîþ �óíóòðàíàñöþ. Òðýáà âûðàøûöü íàñòóïíóþ ñiñòýìó íÿ-
ðî�óíàñöåé

cTx ≤ 0, x ≥C 0, Ax = 0 , aTx = 1 , (4.3.40)

ÿêóþ �ó äàëåéøûì áóäçåì íàçûâàöü ïðàåêòû�óíàé çàäà÷àé. Äàïóñöiì, øòî
äëÿ êîíóñà C âÿäîìû K-íàðìàëüíû áàð'åð F , ã. çí. dom F = int C. Çðîáiì
òàêñàìà íàñòóíûÿ äàïóø÷ýííi íàêîíò çàäà÷û (4.3.40):

(K1) äàïóø÷àëüíû àáñÿã D
def= {x ∈ C : Ax = 0, aTx = 1} àáìåæàâàíû;
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(K2) âÿäîìà êðîïêà x(0) ∈ rint D = dom F ∩D;

Çðàçóìåëà, øòî, ãàâîðà÷û ïðà ðàøýííå íåëiíåéíàé çàäà÷û, (à òàê ÿê êî-
íóñ C íå àáàâÿçêîâà ïàëiýäðàëüíû, òî çàäà÷à (4.3.40) ó àãóëüíûì âûïàäêó
íåëiíåéíàÿ) ìû ìàåì íà �óâàçå ïðûáëiçíàå ÿå ðàøýííå ç ïàòðýáíàé äàêëàä-
íàñöþ. Äëÿ ε > 0 êðîïêó x ∈ D íàçàâåì ε-ïðûáëiçíûì ðàøýííåì çàäà÷û
(4.3.40), êàëi cTx ≤ ε.

4.3.1 Ïàòýíöûÿëüíàÿ ôóíêöûÿ

Ðàçãëåäçiì ïàòýíöûÿëüíóþ ôóíêöûþ

Vc(x) def= K2 ln(cTx) + F (x), (4.3.41)

ÿêàÿ àçíà÷àíà íà dom F ∩ {x ∈ Rn : cTx > 0}. Êàëi íå áóäçå �óçíiêàöü
äâóõñýíñî�óíàñöi, ìû áóäçåì àïóñêàöü iíäýêñ "c"i ïiñàöü V (x) çàìåñò Vc(x).
Òàê ÿê F ç'ÿ�óëÿåööà K2-ëàãàðûôìi÷íà àäíàðîäíàé, òî

V (tx) = K2 ln(tcTx) + F (tx)
= K2 ln t+K2 ln(cTx) + F (x)−K2 ln t
= V (x),

ã. çí. ïàòýíöûÿëüíàÿ ôóíêöûÿ ïàñòàÿííà íà ëþáûì ïðàìåíi {tx : t > 0}.
Íàñòóïíàÿ òýàðýìà ïàêàçâàå, øòî äàêëàäíàñöü ñòðîãà äàïóø÷àëüíàãà

ðàøýííÿ x ∈ rint D ìîæíà àöýíüâàöü ïðàç âåëi÷ûíþ (V (x(0))− V (x)).

Òýàðýìà 4.3.1 Äëÿ ëþáîé êðîïêi x ∈ rint D ñïðàâÿäëiâà íàñòóïíàÿ íÿ-
ðî�óíàñöü

cTx

cTx(0)
≤ R(x(0)) exp

(
−V (x(0))− V (x)

K2

)
,

äçå R(x(0)) def= exp
(
F (x(0))−miny∈D F (y)

)
.

Äîêàç. Òàê ÿê ôóíêöûÿ F íåïàðû�óíà íà dom F i F (xi)→∞, êàëi xi →
x ∈ bdD, òî ôóíêöûÿ F àáìåæàâàíà çíiçó íà ìíîñòâå D i òàìó âåëi÷ûíÿ
R(x(0)) êîíöàÿ. Öÿïåð àöýíêà, ïðûâåäçåíàÿ �ó òýàðýìå, âûíiêàå ç íÿðî�óíàñöi

V (x(0))− V (x) = F (x(0))− F (x) +K2 ln
cTx(0)

cTx

≤ ln
(
R(x(0))

)
+K2 ln

cTx(0)

cTx
.

2

Òýàðýìà 4.3.1 ïàäêàçâàå, øòî ëþáîå ïðàâiëà, ÿêîå ïà äàïóø÷àëüíàìó ðà-
øýííþ çàäà÷û áóäóå íîâàå äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå ç ìåíøûì íà àáñàëþò-
íóþ êàíñòàíòó çíà÷ýííåì ïàòýíöûÿëüíàé ôóíêöûi, ïàðàäæàå iòýðàöûéíóþ
ïàñëÿäî�óíàñöü, ÿêàÿ çáÿãàåööà äà ðàøýííÿ çàäà÷û (4.3.40) ç õóòêàñöþ ãåà-
ìåòðû÷íàé ïðàãðýñii ç àñíîâàé 1−O(1/K2).
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Òýàðýìà 4.3.2 Íÿõàé x ∈ rint D, r ∈ (0, 1), i y = x+ rh(c, x), äçå

h(c, x) def= arg min{cTh : F ′(x)Th = 0, Ah = 0, ‖h‖F ′′(x) ≤ 1}. (4.3.42)

Êàëi çàäà÷à (4.3.40) ìàå ðàøýííå i cTx > 0, òî àáî êðîïêà y ç'ÿ�óëÿåööà
ðàøýííåì çàäà÷û (4.3.40), àáî âûêîíâàþööà íàñòóïíûÿ íÿðî�óíàñöi:

λ(c, x) def= −c
Th(c, x)
cTx

≥ 1
1 + 3K2

(4.3.43)

i

V (x)− V (y) ≥ κ(r) def=
4
3
r − r2

18
+ ln(1− r). (4.3.44)

Äîêàç. Àáàçíà÷ûì ïðàç M(x) àôiííóþ ïàäïðàñòîðó {z ∈ Rn : Az =
0, F ′(x)T (z−x) = 0}. Íÿõàé x∗ � ðàøýííå çàäà÷û (4.3.40), à x̂ �åñöü êðîïêà
ïåðàñÿ÷ýííÿ ãiïåðïëîñêàñöi H(F ′(x), F ′(x)Tx)} ç ïðàìåíåì {tx∗ : t > 0}.
Çðàçóìåëà, øòî x̂ ∈M(x) i cT x̂ ≤ 0. Ïàêîëüêi x �åñöü ìiíiìóì F íà dom F ∩
M(x), òî ïà òýàðýìàõ 3.3.2 (ïóíêò a)) i 3.3.6 (óìîâà (3.3.37)) ìàåì, øòî

δ
def= ‖x̂ − x‖F ′′(x) ≤ 1 + 3K2. Êàëi δ ≤ r, òî cT y ≤ cT x̂ ≤ 0 i òàìó y

ç'ÿ�óëÿåööà ðàøýííåì çàäà÷û (4.3.40). Iíàêø, íÿõàé x = (1− r/δ)x+ (r/δ)x̂
�åñöü êðîïêà íà iíòýðâàëå [x, x̂], òàêàÿ, øòî ‖x − x‖F ′′(x) = r (ãë. ìàë. 4.3).
Òàäû

cT y ≤ cTx =
(

1− r

δ

)
cTx+

r

δ
cT x̂

≤
(

1− r

δ

)
cTx ≤

(
1− r

1 + 3K2

)
cTx ,

öi, ïàñëÿ ïåðàãðóïî�óêi,

cT (x− y)
cTx

≥ r

1 + 3K2
. (4.3.45)

Êàëi r = 1, ç íÿðî�óíàñöi (4.3.45) âûíiêàå íÿðî�óíàñöü (4.3.43).
Íàì çàñòàëîñÿ äàêàçàöü (4.3.44). Ñïà÷àòêó çàçíà÷ûì, øòî

cTx

cT y
≥ 1 +

r

1− r + 3K2
≥ 1 +

r

3K2
.

Ïà òýàðýìå 3.1.3 (íÿðî�óíàñöü (3.1.6)),

F (y) ≤ F (x)− ln(1− r)− r

i òàìó

V (x)− V (y) = K2 ln
(
cTx

cT y

)
+ (F (x)− F (y))

≥ K2 ln
(

1 +
r

3K2

)
+ ln(1− r) + r

≥ r

3
− r2

18K2
+ ln(1− r) + r

≥ 4
3
r − r2

18
+ ln(1− r) .
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Òóò ìû âûêàðûñòàëi íÿðî�óíàñöü ln(1 + τ) ≥ τ − τ2/2, ÿêàÿ ñïðàâÿäëiâà äëÿ
τ ≥ 0. 2

Ôóíêöûÿ κ(r) äàñÿãàå ìàêñiìóìà ïðû r = r ≈ 0.235. Àáàçíà÷ûì κ(r) >
0.042 ïðàç κ.

4.3.2 Àïicàííå àëãàðûòìà

Ôiêñóåì ëiê r ∈ (0, 1), òàêi, øòî κ(r) > 0. Ïà÷ûíàþ÷û ç êðîïêi x(0) ∈ rint D,
àëãàðûòì Êàðìàðêàðà áóäóå íàñòóïíóþ iòýðàöûéíóþ ïàñëÿäî�óíàñöü:

y(i) = x(i−1) + rh(c, x(i−1)) ,

x(i) = y(i)

aT y(i) .
(4.3.46)

Ìåòàä ñïûíÿåööà, êàëi

• V (x(i−1))−V (x(i)) < κ(r) (òàäû ïà òýàðýìå 4.3.2 çàäà÷à (4.3.40) íå ìàå
ðàøýííÿ),

öi êàëi

• cTx(i) ≤ ε (äàñÿãíóòà ïàòðýáíàÿ äàêëàäíàñöü (ãë. òýàðýìó 4.3.3 íiæ-
ýé)).

Íàñòóïíàÿ òýàðýìà íåïàñðýäíà âûíiêàå ç òýàðýì 4.3.1 i 4.3.2.

Òýàðýìà 4.3.3 Ñïðàâÿäëiâà íàñòóïíàÿ àöýíêà õóòêàñöi çáÿãàåìàñöi äëÿ
iòýðàöûéíàé ïàñëÿäî�óíàñöi ìåòàäà Êàðìàðêàðà:

cTx(i)

cTx(0) ≤ R(x(0)) exp
(
− 1
K2 (V (x(0))− V (x(i)))

)
≤ R(x(0)) exp

(
−κ(r)i
K2

)
.

(4.3.47)

Âûíiê 4.3.1 Äëÿ ε > 0 ìåòàä Êàðìàðêàðà, ïà÷ûíàþ÷û ç êðîïêi x(0) ∈
rint D, çíàõîäçiöü ε-ïðûáëiçíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.3.40) çà

N(ε) = O

(
K2 ln

(
cTx(0)R(x(0))

ε

))
iòýðàöûé.

Äîêàç. Çðàçóìåëà, ìîæíà ëi÷ûöü, øòî cTx(0) > ε. Àöýíêó íà êîëüêàñöü
iòýðàöûé N(ε) àòðûìàåì ç íÿðî�óíàñöi

cTx(N(ε))

cTx(0)
≤ R(x(0)) exp

(
−κ(r)N(ε)

K2

)
≤ ε

cTx(0)
.
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Àäêóëü

N(ε) =
⌈
K2

κ(r)
ln
(
cTx(0)R(x(0))

ε

)⌉
= O

(
K2 ln

(
cTx(0)R(x(0))

ε

))
.

2

ßê âûíiêàå ç àöýíêi (4.3.47), âåëi÷ûíþ R(x(0)) ìîæíà ðàçãëÿäàöü ÿê
ìåðó ÿêàñöi ñòàðòàâàé êðîïêi x(0). Íàéëåïøû âûáàð äëÿ x(0) � ãýòà êðîïêà
ìiíiìóìà áàð'åðà F íà ìíîñòâå D. Ó ãýòûì âûïàäêó R(x(0)) = 1.

Ìû òîëüêi øòî ðàçãëåäçåëi áàçàâóþ âåðñiþ àëãàðûòìà Êàðìàðêàðà. Ïðàñ-
öåéøû âàðûÿíò ìåòàäà âÿëiêiõ êðîêà�ó ìîæíà çàïiñàöü íàñòóïíûì ÷ûíàì:

r(i) = arg min{V (x(i−1) + rh(c, x(i−1))) : r ≥ 0} ,
y(i) = x(i−1) + r(i)h(c, x(i−1)) ,

x(i) = y(i)

aT y(i) .
(4.3.48)

Êðûòýðûi ñïûíåííÿ òûÿ æ, øòî i äëÿ áàçàâàé âåðñii, òîëüêi �ó ïåðøûì ç iõ
κ(r) òðýáà çàìÿíiöü íà κ.

Çðàçóìåëà, øòî õóòêàñöü çáÿãàåìàñöi ìåòàäà âÿëiêiõ êðîêà�ó íå õóæýé-
øàÿ, ÷ûì äëÿ áàçàâàé âåðñii.

4.3.3 Màêñiìiçàöûÿ ëiíåéíàé ôóíêöûi íà ãiïåðýëiïñîiäçå

Êàá çàâÿðøûöü íàøà àïiñàííå ìåòàäà Êàðìàðêàðà, ïàêàæàì ÿê ìîæíà âû-
ëi÷ûöü âåëi÷ûíþ h(c, x), àçíà÷àíóþ ïà ôîðìóëå (4.3.43), ã. çí. íàì òðýáà
íàâó÷ûööà ðàøàöü çàäà÷ó ìiíiìiçàöûi ëiíåéíàé ôóíêöûi íà ãiïåðýëiïñîiäçå
(ïåðàñÿ÷ýííi ëiíeéíàé ïàäïðàñòîðû i ýëiïñîiäà).

Ðàçãëåäçiì çàäà÷ó

max{cTx : Bx = 0, ‖x‖D ≤ 1}, (4.3.49)

äçå c ∈ Rn; B ∈ Mm,n(R), rankB = m; D ∈ SMn
+. Iäýÿ ìåòàäà ðàøýííÿ

çàäà÷û (4.3.49) çàêëþ÷àåööà �ó íàñòóïíûì.

1. Ïàñëÿ çàìåíû çìåííûõ x = D−
1
2 y ìàåì

max{cTx : Bx = 0, ‖x‖D ≤ 1} =

max{(D− 1
2 c)T y : BD−

1
2 y = 0, ‖y‖ ≤ 1} .

2. Ïðàåêòóåì âåêòàð D−
1
2 c íà ïàäïðàñòîðó N (BD−∞∈ )

y =
(
I −D− 1

2BT
(
BD−1BT

)−1
BD−

1
2

)
D−

1
2 c .

3. Âÿðòàþ÷ûñÿ äà çûõîäíûõ çìåííûõ x, àòðûìëiâàåì

x = D−
1
2 y =

(
D−1 −D−1BT

(
BD−1BT

)−1
BD−1

)
c . (4.3.50)
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4. Íàðìàëiçóåì x:

x∗ =
x

‖x‖D
. (4.3.51)

Òýàðýìà 4.3.4 Êðîïêà x∗, âûëi÷àíàÿ ïà ïðàâiëàõ (4.3.50) i (4.3.51), ç'ÿ�óëÿåööà
ðàøýííåì çàäà÷û (4.3.49).

Äîêàç. Íÿõàé z �åñöü äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.3.49), ã. çí. Bz =
0, ‖z‖D ≤ 1. Òàê ÿê

B(x∗ − z) = 0,

(c−Dx)T = cTD−1BT
(
BD−1BT

)−1
B ,

òî ìû ìàåì
(c−Dx)T (x∗ − z) = 0,

öi
cT (x∗ − z) = xTD(x∗ − z) . (4.3.52)

Ïàêîëüêi
(x∗)TDz = (x∗)TD

1
2D

1
2 z ≤ ‖x∗‖D‖z‖D ≤ 1

i

xTD(x∗ − z) = ‖x‖D(x∗)TD(x∗ − z)
= ‖x‖D

(
(x∗)TDx∗ − (x∗)TDz

)
= ‖x‖D

(
1− (x∗)TDz

)
≥ 0 ,

çãîäíà (4.3.52), àòðûìëiâàåì cT (x∗ − z) ≥ 0. Ãýòà çàâÿðøàå äîêàç. 2

4.3.4 Àäíà÷àñîâàå ðàøýííå ïàðû äâîéíûõ çàäà÷ ËÏ

Ìàåööà äâà ïàäûõîäû ïà ïðûìÿíåííþ àëãàðûòìà Êàðìàðêàðà äëÿ ðàøýí-
íÿ àíàëiòû÷íàé çàäà÷û ËÏ. Ìû áóäçåì ðàçãëÿäàöü iõ ó ãýòûì i íàñòóïíûì
ïàðàãðàôàõ.

Ïåðøû ïàäûõîä çàêëþ÷àåööà �ó òûì êàá àäíà÷àñîâà ðàøàöü ïàðó (Ï) i
(Ä) äâîéíûõ àíàëiòû÷íûõ çàäà÷ ËÏ. Çãîäíà âûíiêó 1.3.2, äëÿ ãýòàãà äàñòàò-
êîâà âûðàøûöü ñiñòýìó íÿðî�óíàñöåé (1.3.2). Êàëi �óâåñöi øòó÷íûÿ çìåííûÿ
y ∈ Rm, x ∈ Rn i íàñòóïíûÿ àáàçíà÷ýííi

z =


x
y
y
x

 , u =


−c
b
0
0

 , d =
(
b
c

)
, B =

[
A 0 Im 0
0 AT 0 −In

]
,

C = CX × CDY × CY × CDX , òî ìîæíà çàïiñàöü (1.3.2) ó íàñòóïíàé ôîðìå:

uT z ≤ 0, Bz = d, z ≥C 0. (4.3.53)
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Ñiñòýìà (4.3.53) ìàå n = 2n + 2m íåâÿäîìûõ i m = n + m óðà�óíåííÿ�ó.
Áåç ñòðàòû àãóëüíàñöi, ìû ìîæàì äàïóñöiöü, øòî d 6= 0; iíàêø (4.3.53)
ìàå òðûâiÿëüíàå ðàøýííå z = 0. Àêðàìÿ òàãî, ìû ìîæàì äàïóñöiöü, øòî
d = ei äëÿ íåéêàãà 1 ≤ i ≤ m; iíàêø âûáiðàåì i, øòî di 6= 0, äçåëiì i-å
�óðà�óíåííå Biz = di íà di i çàòûì ïà ÷àðçå äëÿ j = 1, . . . ,m, j 6= i, àäûìàåì
i-å �óðà�óíåííå ïàìíîæàííàå íà dj àä j-ãà óðà�óíåíííÿ Bjz = dj .

Çàäà÷à (4.3.53) àäðîçíiâàåööà àä çàäà÷û (4.3.40) òîëüêi �ó àáàçíà÷ýííÿõ.
Íàì çàñòàëîñÿ çàáÿñïå÷ûöü âûêàíàííå �óìîâû (K2). Íÿõàé z0 ∈ int C. Ðàç-
ãëåäçiì íàñòóïíóþ çàäà÷ó

uT z + zn+1 ≤ 0 ,
Bz + (ei−Bz0)zn+1 = ei ,

z ≥C 0, zn+1 ≥ 0 .
(4.3.54)

Âiäàâî÷íà, øòî êðîïêà (z0, z0
n+1 = 1) çàäàâàëüíÿå �óñiì óðà�óíåííÿì çàäà÷û

(4.3.54). Àêðàìÿ òàãî, ãýòà êðîïêà ç'ÿ�óëÿåööà óíóòðàíàé äëÿ êîíóñà C =
C ×R+. Òàê ÿê ïà òýàðýìå äâîéíàñöi 1.3.2 äëÿ �óñiõ z, òàêiõ, øòî Bz = d,
z ≥C 0, ñïðàâÿäëiâà íÿðî�óíàñöü uT z ≥ 0, òî çàäà÷à (4.3.53) ìàå ðàøýííå
òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi çàäà÷à (4.3.54) ìàå ðàøýííå íàñòóïíàãà âûãëÿäó
(z, zn+1 = 0); òàäû z ðàøýííå ñiñòýìû (4.3.53).

Ïàëiýäðàëüíàÿ çàäà÷à ËÏ

Ïàêàæàì, øòî àëãàðûòì Êàðìàðêàðà ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiíàìiÿëüíûì ìåòàäàì
ËÏ. Ðàçãëåäçiì ïàðó äâîéíûõ çàäà÷ ËÏ

max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0} ,
min{bT y : AT y ≥ c, y ≥ 0} , (4.3.55)

äçå c ∈ Zn, A ∈ Mm,n(Z), b ∈ Zm. Ó äàëåéøûì çàäà÷ó íà ìàêñiìóì áóäçåì
íàçûâàöü ïðàìîé, à çàäà÷ó íà ìiíiìóì � äâîéíàé. ßê çâû÷àéíà, íÿõàé ∆
àáàçíà÷àå ìàêñiìàëüíû ìiíîð ìàòðûöû êàýôiöûåíòà�ó çàäà÷û, h � âûøûíþ
çàäà÷û, à L � ïàìåð çàäà÷û.

Òàê ÿê ó çàäà÷àõ (4.3.55)

CX = Rn
+, C

D
X = Rn

+, CY = Rm
+ , C

D
Y = Rm

+ ,

òî ïàðàìåòð K ñòàíäàðòíàãà ëàãàðûôìi÷íàãà áàð'åðà F äëÿ êîíóñà

C = Rn
+ ×Rm

+ ×Rm
+ ×Rn

+ ×R+

àáìåæàâàííÿ�ó çàäà÷û (4.3.54) ðî�óíû
√

2n+ 2m+ 1 = O
(√

max(n,m)
)
.

Íÿöÿæêà òàêñàìà ïåðàêàíàööà, øòî êðîïêà (z0, z0
n+1) = (e, 1) �åñöü êðîï-

êà ìiíiìóìà áàð'åðà F íà äàïóø÷àëüíûì ìíîñòâå çàäà÷û (4.3.54); òàìó
R((z0, z0

n+1)) = 1. Àêðàìÿ òàãî, ó ãýòûì âûïàäêó òàêñàìà âiäàâî÷íà àöýíêà

uT z0 + z0
n+1 ≤ (n+m)h+ 1 = O(max(n,m)h) = O(max(n,m)∆) .
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Êàëi z̃, z̃n+1 � ε-ïðûáëiçíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.3.54) i z̃ = (x̃, ỹ, ỹ, x̃), òî
x̃ i ỹ � äàïóø÷àëüíûÿ ε-àïòûìàëüíûÿ ðàøýííi àäïàâåäíà ïðàìîé i äâîé-
íàé çàäà÷ (äàêàæûöå ãýòà). Ïà òýàðýìå 1.5.5, êàá çíàéñöi àïòûìàëüíàå ðà-
øýííå ëþáîé ç ïàðû çàäà÷ (4.3.55), äàñòàòêîâà çíàéñöi ÿå äàïóø÷àëüíàå
ε = 1

2∆2(A) -àïòûìàëüíàå ðàøýííå. Çãîäíà âûíiêó 4.3.1, äëÿ ãýòàãà ìåòàäó
Êàðìàðêàðà ïðû ðàøýííi çàäà÷û (4.3.54) ñïàòðýáiööà âûêàíàöü

O(max(n,m) ln(max(n,m)∆)) = O(max(n,m)L)

iòýðàöûé. Äàìiíóþ÷àé àïåðàöûÿé íà êîæíàé iòýðàöûi ìåòàäà Êàðìàðêàðà
ç'ÿ�óëÿåööà âûëi÷ýííå íàïðàìêó h(c, x), øòî ìîæíà çðàáiöü ïà ôîðìóëàõ
(4.3.50) i (4.3.51) çà ÷àñ O(max3(n,m)). Ç âûêàðûñòàííåì òýõíiêi, àíàëàãi÷-
íàé òîé, ÿêóþ ìû âûêàðûñòî�óâàëi äëÿ ïàñêàðýííÿ ìåòàäà áàð'åðà�ó, ñêëà-
äàíàñöü àäíîé iòýðàöûi ìåòàäà Êàðìàðêàðà ìîæíà ïàíiçiöü äà âåëi÷ûíi
O(max2.5(n,m)), êàëi âûëi÷âàöü ìàòðûöó ïðàåêòàâàííÿ ïðûáëiçíà.

Ïàäñóìî�óâàþ÷û âûêëàäçåíàå âûøýé, àòðûìëiâàåì íàñòóïíû ðýçóëüòàò.

Òýàðýìà 4.3.5 Àëãàðûòì Êàðìàðêàðà ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiíàìiÿëüíûì ìåòà-
äàì ËÏ. Äëÿ âûðàøýííÿ àäâîëüíàé çàäà÷û ËÏ ìåòàäó äàñòàòêîâà âûêà-
íàöü O(max3.5(m,n)L) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûi.

Âûëi÷àëüíûÿ ýêñïåðûìåíòû ñâåä÷àöü, øòî êîëüêàñöü iòýðàöûé ìåòàäà
Êàðìàðêàðà íà ðýàëüíûõ çàäà÷àõ çíà÷íà ìåíøàÿ çà ïðàäïiñâàåìóþ òýîðû-
ÿé. Êàëi òýàðýòû÷íàÿ àöýíêà ïðàïàðöûÿíàëüíà âåëi÷ûíi k = max(n,m), òî
êîëüêàñöü iòýðàöûé íà ïðàêòûöû ïðàïàðöûÿíàëüíà ln k. Ãàëî�óíàÿ ïðû÷ûíà
ðàçûõîäæàííÿ �ó òûì, øòî òûïi÷íàÿ iòýðàöûÿ ìåòàäà Êàðìàðêàðà ïàìÿí-
øàå ïàòýíöûÿëüíóþ ôóíêöûþ íà âåëi÷ûíþ Ω(k/ ln k), çàìåñò O(1), ÿêàÿ
ñïðàâÿäëiâà �ó íàéõóæýéøûì âûïàäêó. Òàêiì ÷ûíàì, íà ïðàêòûöû ìåòàä
Êàðìàðêàðà âûêîíâàå O(L ln k) iòýðàöûé, çàìåñò O(kL), øòî ïðàäïiñâàåö-
öà àíàëiçàì íàéõóæýéøàãà âûïàäêó.

4.3.5 Ìåòàä ñëiçãàþ÷àé ôóíêöûi ìýòû

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû àïiøàì òýõíiêó, ÿêàÿ äàçâàëÿå ïðûìÿíiöü àëãàðûòì
Êàðìàðêàðà äà ðàøýííÿ íàñòóïíàé àíàëiòû÷íàé çàäà÷û ËÏ:

min{cTx : x ≥C 0, Ax = 0 , aTx = 1} , (4.3.56)

äçå c, a ∈ Rn, A ∈ Mm,n(R) (rankA = m) i C ⊂ Rn � çàìêí�åíû âû-
ïóêëû âîñòðû êîíóñ ç íåïóñòîþ �óíóòðàíàñöþ. Çàçíà÷ûì, øòî ïðûâàòíûì
âûïàäêàì çàäà÷û (4.3.56) ç'ÿ�óëÿåööà çàäà÷à (1.9), äà ÿêîé ìû çâÿëi çàäà÷ó
âûïóêëàãà ïðàãðàìàâàííÿ. Ïà ðàíåéøàìó, ïàòðàáóåì âûêîíàííÿ äàïóø-
÷ýííÿ�ó (K1), (K2) i �ó äàäàòàê ëi÷ûì, øòî ñïðàâÿäëiâà íàñòóïíàå òðýöÿå
äàïóø÷ýííå:

(K3) âÿäîìà àöýíêó çíiçó α äëÿ àïòûìàëüíàãà çíà÷ýííÿ ôóíêöûi ìýòû.



4.3. Ìåòàä Êàðìàðêàðà 135

Áåç ñòðàòû àãóëüíàñöi ìîæíà òàêñàìà ëi÷ûöü, øòî ôóíêöûÿ ìýòû íå
ç'ÿ�óëÿåööà ïàñòàÿííàé íà äàïóø÷àëüíûì ìíîñòâå D çàäà÷û (4.3.56). Ïðû
ãýòûõ äàïóø÷ýííÿõ, ìû ìîæàì ìàäûôiêàâàöü ìåòàä íàñòóïíûì ÷ûíàì.

×àðãîâàÿ i-ÿ iòýðàöûÿ ìåòàäà ïà÷ûíàåööà ç âûëi÷ýííÿ ïàðàìåòðà t(i) ≥
0, òàêîãà, øòî àïòûìàëüíàå çíà÷ýííå áÿãó÷àé ôóíêöûi ìýòû (c(i))Tx, äçå
c(i) = c(i−1)− t(i)a, íà äàïóø÷àëüíûì ìíîñòâå D çàäà÷û (4.3.56) ç'ÿ�óëÿåööà
íåàäìî�óíûì. Ñïà÷àòêó, t(0) = α i c(0) = c−αa. Àïiøàì ïðàâiëà, ïà ÿêiì ìû
âûëi÷âàåì t(i).

1. Ó âûïàäêó, êàëi

λ(c(i−1), x(i−1)) ≥ 1
1 + 3K2

,

t(i) = 0.
2. Ó àäâàðîòíûì âûïàäêó,

λ(c(i−1), x(i−1)) <
1

1 + 3K2
,

t(i) = max{t : λ(c(i−1) − ta, x(i−1)) = 1
1+3K2 } . (4.3.57)

Ïàêàæàì, øòî (c(i))Tx(i−1) > 0. Ñàïðà�óäû, íÿõàé t∗i àáàçíà÷àå ìiíiìàëü-
íàå çíà÷ýííå ôóíêöûi ìýòû (c(i−1))Tx íà äàïóø÷àëüíûì ìíîñòâå D çàäà÷û
(4.3.56). Çàçíà÷ûì, øòî t∗i ≥ 0 ç-çà íàøàãà äàïóø÷ýííÿ íàêîíò c(i−1). Ïà-
êîëüêi ìiíiìàëüíàå çíà÷ýííå ôóíêöûi c(i−1) − t∗i a íà D ðî�óíà íóëþ i ãýòà
ôóíêöûÿ íå ç'ÿ�óëÿåööà ïàñòàÿííàé íà D, òî

(c(i−1) − t∗i a)Tx(i−1) > 0, i λ(c(i−1) − t∗i a, x(i−1)) ≥ 1
1 + 3K2

.

Òàìó t(i) ≤ t∗i i (c(i))Tx(i−1) = (c(i) − t(i)a)Tx(i−1) > 0.
Ïàñëÿ òàãî, ÿê çíà÷ýííå t(i) âûëi÷àíà, ìû ïðàöÿãâàåì iòýðàöûþ òûì

æà ñàìûì ÷ûíàì, ÿê ìû ðàáiëi ãýòà �ó ìåòàäçå äî�óãiõ êðîêà�ó äëÿ çàäà÷û
(4.3.40):

c(i) = c(i−1) − t(i)a ,
r(i) = arg min{Vi(x(i−1) + rh(c(i), x(i−1))) : r ≥ 0} ,
y(i) = x(i−1) + r(i)h(c(i), x(i−1)) ,

x(i) = y(i)

(c(i))T y(i) .

(4.3.58)

Òóò Vi(x) def= Vc(i)(x) �åñöü ïàòýíöûÿëüíàÿ ôóíêöûÿ íà i-ì êðîêó.
Äýòàë�åâàå àïiñàííå ìàäûôiêàâàíàãà ìåòàäà Êàðìàðêàðà ïðàäñòà�óëåíà

íà ìàë. 4.4. Äëÿ ìàäûôiêàâàíàãà ìåòàäà ñïðàâÿäëiâà àöýíêà äàêëàäíàñöi,
àíàëàãi÷íàÿ òîé, øòî i �ó òýàðýìå 4.3.3.
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projective(c,a,A,x,α,K,ε)
{
c := c− αa;
for (; cTx > ε;) {
if (λ(c, x) < 1

1 + 3K2 ) {

t := arg
{
τ : λ(c− τa, x) = 1

1 + 3K2

}
;

c := c− ta;
}
r := arg min{Vc(x+ rh(c, x)) : r ≥ 0};
y := x+ rh(c, x);
x := y

cT y
;

}
}

Ðèñ. 4.4: Àëãàðûòì Êàðìàðêàðà

Òýàðýìà 4.3.6 Äëÿ ïàñëÿäî�óíàñöi {x(i)}, ïàáóäàâàíàé ìàäûôiêàâàíûì ìå-
òàäàì Êàðìàðêàðà, ñïðàâÿäëiâà íàñòóïíàÿ àöýíêà:

(c(i))Tx(i) − c∗

cTx(0) − α
≤ R(x(0)) exp

(
−V0(x(0))− Vi(x(i))

K2

)
≤ R(x(0)) exp

(
− κi
K2

)
,

(4.3.59)

äçå c∗ �åñöü àïòûìàëüíàå çíà÷ýííå ôóíêöûi ìýòû �ó çàäà÷û (4.3.56).

Äîêàç. Ñïà÷àòêó ïðàâåðûì, øòî

Vi(x(i)) ≤ Vi−1(x(i−1))− κ . (4.3.60)

Ïà òýàðýìå 4.3.2 (íÿðî�óíàñöü (4.3.44))

Vi(x(i)) ≤ Vi(x(i−1))− κ , (4.3.61)

ïàêîëüêi àäçiíàå ñâîéñòâà (ó äàäàòàê äà äàïóø÷ýííÿ àá iñíàâàííi ðàøýííÿ
çàäà÷û), ÿêîå âûêàðûñòî�óâàëàñÿ �ó äîêàçå òýàðýìû 4.3.2, áûëà íÿðî�óíàñöü,
ÿêàÿ ó öÿïåðàøíiõ àáàçíà÷ýííÿõ �åñöü λ(c(i), x(i−1)) ≥ 1/(1 + 3K2), i ìàäû-
ôiêàâàíû ìåòàä ïàäòðûìëiâàå ÿå. Äàëåé, àáî Vi(·) = Vi−1(·) i òàäû (4.3.60)
ýêâiâàëåíòíà (4.3.61), àáî c(i) = c(i−1) − t(i)a äëÿ äàäàòíàãà t(i). Ó àïîøíiì
âûïàäêó, òàê ÿê aTx(i−1) = 1 i

Vi(x(i−1)) = F (x(i−1)) +K2 ln((c(i−1) − t(i)a)Tx(i−1))
< F (x(i−1)) +K2 ln((c(i−1))Tx(i−1)) = Vi−1(x(i−1)) ,

íÿðî�óíàñöü (4.3.60) òàêñàìà âûíiêàå ç (4.3.61).
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Ïà iíäóêöûi, ç (4.3.60) âûíiêàå, øòî

V0(x(0))− Vi(x(i)) = F (x(0))− F (x(i))+

K2 ln
(

(c(0))Tx(0)

(c(i))Tx(i)

)
≥ iκ . (4.3.62)

Ãýòàå äà÷ûíåííå ðàçàì ç

(c(i))Tx(i) = cTx(i) − τi ,

äçå τi
def=
∑i
j=0 t

(i), äàå

(c(i))Tx(i) − τi
cTx(0) − α

≤ R(x(0)) exp
(
−V0(x(0))− Vi(x(i))

K2

)
≤ R(x(0)) exp

(
− κi
K2

)
.

(4.3.63)

Òàê ÿê ôóíêöûÿ (c(i))Tx íåàäìî�óíà íà D i (c(i))Tx = cTx − τi äëÿ �óñiõ
x ∈ rint D, òî ìû çàêëþ÷àå, øòî τi ≤ c∗. Öÿïåð ïåðøàÿ ç íÿðî�óíàñöåé ç
(4.3.59) àäðàçó âûíiêàå ç (4.3.63). Äðóãàÿ íÿðî�óíàñöü ç (4.3.59) âûíiêàå ç
(4.3.62). Ãýòà çàâÿðøàå äîêàç. 2

4.4 Ïðàìà-äâîéíû ìåòàä ïàòýíöûÿëüíàé ôóíê-

öûi

Òýàðýòû÷íàÿ àöýíêà ñêëàäàíàñöi ìåòàäà Êàðìàðêàðà õóæýéøàÿ, ÷ûì, ñêà-
æàì, ó ìåòàäà áàð'åðà�ó. Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ðàçãëåäçiì ïðàìà-äâîéíû
ìåòàä ïàòýíöûÿëüíàé ôóíêöûi, ÿêi, ÿê i ìåòàä Êàðìàðêàðà, íàëåæûöü äà
êëàñó ïðàåêòû�óíûõ ìåòàäà�ó i ìàå òàêóþ æ òýàðýòû÷íóþ ýôåêòû�óíàñöü, ÿê
i ìåòàä áàð'åðà�ó. Iäýÿ ãýòàãà ìåòàäà íàëåæûöü Ì.Òîäó i É.Éå.4

Áóäçåì ðàçãëÿäàöü ïàðó ïðàìà-äâîéíûõ àíàëiòû÷íûõ çàäà÷ ËÏ

min{cTx : Ax = b, x ≥C 0} , (4.4.64)

i
max{bT y : AT y ≤CD c} , (4.4.65)

äçå A ∈ Mm,n(R) (rankA = m), c ∈ Rn, b ∈ Rm, C � çàìêí�åíû âûïóêëû
âîñòðû êîíóñ ó Rn ç íåïóñòîé óíóòðàíàñöþ. ßê çâû÷àéíà, êîíóñû C i CD

áóäçåì ïðàäñòà�óëÿöü K-íàðìàëüíûìi áàð'åðàìi F i FD, àäïàâåäíà. Çàçíà-
÷ûì, øòî áàçàâàÿ âåðñiÿ ïðàìà-äâîéíàãà ìåòàäà ïàòýíöûÿëüíàé ôóíêöûi,
íà ñàìàé ñïðàâå, íå ïàòðàáóå âåäàííÿ áàð'åðà FD äëÿ äâîéíàãà êîíóñà CD;
äëÿ ÿå ðýàëiçàöûi ïàòðýáíà òîëüêi çàäàâàöü áàð'åð F , à áàð'åð FD ìû áóä-
çåì âûêàðûñòî�óâàöü òîëüêi �ó äîêàçàõ.

4 M.J. Tood, Y. Ye. A centered projective algorithm for linear programming. � Math. Oper.
Res., 1990, V. 15, pp. 175�202.



138 Ãëàâà 4. Ìåòàäû �óíóòðàíàé êðîïêI

Äëÿ y ∈ Rm àáàçíà÷ûì ïðàç s(y) äâîéíû âåêòàð íåâÿçàê c − AT y. Íà-
àäâàðîò, êàëi s ∈ Rn, òî y(s) àáàçíà÷àå ðàøýííå, êàëi ÿíî iñíóå, ÑËÓ
AT y = c − s. Òàê ÿê A � ìàòðûöà ïî�óíàãà ðàäêîâàãà ðàíãó, òî y(s) âû-
çíà÷àåööà àäíàçíà÷íà. Çàçíà÷ûì òàêñàìà, øòî:

• êàëi s� äàïóø÷àëüíû äâîéíû âåêòàð íåâÿçàê, ã. çí. s ∈ CD∩c−R(AT ),
òàäû y(s) � äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.4.65);

• äëÿ êîæíàé ïàðû (x, y) äàïóø÷àëüíûõ ïðàìîãà i äâîéíàãà ðàøýííÿ�ó
ïàðû�ó äâîéíàñöi ðî�óíû

cTx− bT y = cTx− yTAx = s(y)Tx . (4.4.66)

Äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå x ïðàìîé çàäà÷û íàçûâàåööà ñòðîãà äàïóø-
÷àëüíûì, êàëi x >C 0. Àíàëàãi÷íà, äàïóø÷àëüíû äâîéíû âåêòàð íåâÿçàê s
íàçûâàåööà ñòðîãà äàïóø÷àëüíûì, êàëi s >CD 0. Ìû íàçûâàåì ïàðó (x, s)
ñòðîãà äàïóø÷àëüíàé ïðàìà-äâîéíàé ïàðàé, êàëi x � ñòðîãà äàïóø÷àëü-
íàå ðàøýííå ïðàìîé çàäà÷û, à s � ñòðîãà äàïóø÷àëüíû âåêòàð äâîéíûõ
íåâÿçàê.

4.4.1 Ïðàìà-äâîéíàÿ ïàòýíöûÿëüíàÿ ôóíêöûÿ

Ïàòýíöûÿëüíàÿ ôóíêöûÿ V : dom F ×dom FD → R çàëåæûöü àä ïàðàìåò-
ðà γ > 0 (ÿêi áóäçå âûáðàíû ÿê àáñàëþòíàÿ êàíñòàíòà ïàçíåé) i äëÿ ñòðîãà
äàïóø÷àëüíàé ïðàìà-äâîéíàé ïàðû (x, s) àçíà÷àåööà ïà ôîðìóëå

V (x, s) def= F (x) + FD(s) + (K2 + γK) ln sTx.

Íÿõàé òàêñàìà
U(x, s) def= F (x) + FD(s) +K2 ln sTx ;

òàäû
V (x, s) = U(x, s) + γK ln sTx .

Ëåìà 4.4.1 Íÿõàé (x, s) � ñòðîãà äàïóø÷àëüíàÿ äâîéíàÿ ïàðà. Ìàþöü
ìåñöà íàñòóïíûÿ �óìîâû:

U(τx, ts) = U(x, s) äëÿ �óñiõ τ, t > 0 , (4.4.67)

U(x, s) ≥ 2K2 lnK. (4.4.68)

Äîêàç. Ïàêîëüêi F i FD ç'ÿ�óëÿþööà K2-ëàãàðûôìi÷íà àäíàðîäíûìi, òî
ðî�óíàñöü (4.4.67) âiäàâî÷íà. Íÿõàé p = sTx. Ôóíêöûÿ

g(ŝ) def= F (x) + FD(ŝ) +K2 ln p ,

àçíà÷àíàÿ íà int CD, ç'ÿ�óëÿåööà ñòðîãà âûïóêëàé. Íÿõàé s̃ = −(p/K2)F ′(x).
Ç óëiêàì (3.3.23) i (3.3.31), àòðûìëiâàåì

g′(s̃) = (FD)′(−(p/K2)F ′(x))
= (FD)′(−F ′((K2/p)x)) = −(K2/p)x . (4.4.69)



4.4. Ïðàìà-äâîéíû ìåòàä 139

Ïà (3.3.25) ñïðàâÿäëiâà s̃Tx = p. Ãýòà i ðî�óíàñöü (4.4.69) àçíà÷àþöü, øòî s̃
�åñöü àäçiíàÿ (ïàêîëüêi g ñòðîãà âûïóêëàÿ) êðîïêà ìiíiìóìà ôóíêöûi g(ŝ)
íà ìíîñòâå D

def= {ŝ ∈ int CD : xT ŝ ≥ p}. Ïàêîëüêi s ∈ D, òî

U(x, s) = g(s) ≥ g(s̃)

= F (x) + FD
(
− p

K2
F ′(x)

)
+K2 ln p

= F (x) + FD(−F ′(x))−K2 ln
p

K2
+K2 ln p

= 2K2 lnK .

2

Çóñiì íå äçi�óíà öÿïåð (óñïîìíiì òýàðýìó 4.3.1), øòî àäíîñíóþ âåëi÷ûíþ
ïàðûâó äâîéíàñöi ìîæíà àöàíiöü ïðàç ïàòýíöûÿëüíóþ ôóíêöûþ.

Òýàðýìà 4.4.1 Íÿõàé (x, s) and (x(0), s(0)) � ñòðîãà äàïóø÷àëüíûÿ ïðàìà-
äâîéíûÿ ïàðû. Òàäû

sTx

(s(0))Tx(0)
≤ R(x(0), s(0)) exp

(
−V (x(0), s(0))− V (x, s)

γK

)
, (4.4.70)

äçå

R(x, s) def= exp
(
U(x, s)− 2K2 lnK

γK

)
. (4.4.71)

Äîêàç. Ïà àçíà÷ýííþ V ç óëiêàì (4.4.66), ìàåì

V (x, s)− V (x(0), s(0)) = γK ln
(

sTx

(s(0))Tx(0)

)
+ U(x, s)− U(x(0), s(0)) .

Ç ãýòàé íÿðî�óíàñöi âûíiêàå ñöâÿðäæýííå òýàðýìû, òàê ÿê ïà ëåìå 4.4.1

U(x, s)− U(x(0), s(0)) ≥ 2K2 lnK − U(x(0), s(0)) .

2

4.4.2 Àïiñàííå àëãàðûòìà

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ðàçãëåäçiì ïðàìà-äâîéíû ìåòàä ïàòýíöûÿëüíàé
ôóíêöûi (ãë. ìàë. 4.5). ßäðîì ãýòàãà àëãàðûòìà ç'ÿ�óëÿåööà ïðàöýäóðà PDγ,δ,
ÿêàÿ ïà äàäçåíàé ñòðîãà äàïóø÷àëüíàé ïðàìà-äâîéíàé ïàðû (x, s) áóäóå ií-
øóþ ñòðîãà äàïóø÷àëüíóþ ïðàìà-äâîéíóþ ïàðó (x, y) (ïàðà (x, y) íà âû-
õàäçå ïðàöýäóðû), òàêóþ, øòî V (x, s) ≤ V (x, s)− α(γ, δ), äçå α(γ, δ) � êàí-
ñòàíòà, ÿêàÿ çàëåæûöü òîëüêi àä ïàðàìåòðà�ó γ, δ ìåòàäà i íå çàëåæûöü àä
çûõîäíûõ äàäçåíûõ çàäà÷û.
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PDγ,δ(x, s)
{
ξ := arg min{Φx(p) : Ap = 0};
λ := ‖ξ‖F ′′(x);
if (λ > δ) x := x+ ξ

1+λ ;

else s := − cTx
K2 + γK

(F ′(x) + F ′′(x)ξ) ;

}

PDalg(F ,K,A,ε,γ,δ,x,s)
{
for (;sTx > ε;) PDγ,δ(x, s);

}

Ðèñ. 4.5: Ïðàìà-äâîéíû ìåòàä ïàòýíöûÿëüíàé ôóíêöûi

Ïðû àïiñàííi ïðàöýäóðû PDγ,δ i �ó äàëåéøûì ìû âûêàðûñòî�óâàåì íà-
ñòóïíûÿ àáàçíà÷ýííi:

gx(z) def= F (z) +
K2 + γK

sTx
sT (z − x)

Φx(p) def= g′x(x)T p+
1
2
pT g′′x(x)p .

Ôóíêöûÿ gx àçíà÷àíà íà dom F i g′′x(x) = F ′′(x). Çàçíà÷ûì òàêñàìà, øòî
âåêòàð ξ, ÿêi âûëi÷âàåööà �ó ïðàöýäóðû PDγ,δ, �åñöü íüþòàíà�óñêi íàïðàìàê
ôóíêöûi gx ç êðîïêi x ó íóëü-ïðàñòîðû ìàòðûöû A, à λ � äà�óæûíÿ íüþòà-
íà�óñêàãà êðîêó.

Òýàðýìà 4.4.2 Äëÿ γ > 0 i δ ∈ (0, 1), òàêiõ, øòî

β(γ, δ) def=
γ(γ(1− δ)− δ)

1 + γ
− δ2

2(1− δ)2
> 0 , (4.4.72)

ïàðà (x, s) ñòðîãà äàïóø÷àëüíàÿ i

V (x, s) ≤ V (x, s)− α(γ, δ) , (4.4.73)

äçå

α(γ, δ) def= min{δ − ln(1 + δ), β(γ, δ)} . (4.4.74)

Äîêàç. 1. Ñïà÷àòêó ðàçãëåäçiì âûïàäàê, êàëi λ > δ. Òàê ÿê ξ �åñöü êðîïêà
ìiíiìóìà ôóíêöûi Φx(p), òî âåêòàð Φ′x(ξ) àðòàãàíàëüíû äà N (A), ã. çí.
Φ′x(ξ) ∈ R(AT ). Òàê ÿê ξ ∈ N (A), òî ìû ìàåì Φ′x(ξ)T ξ = 0, ç ÷àãî âûíiêàå

g′x(x)T ξ = −ξT g′′x(x)ξ = −λ2.
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Ïàêîëüêi ôóíêöûÿ gx ñòðîãà ñàìà�óçãîäíåíàÿ i g′′x(x) = F ′′(x), òî

‖x− x‖g′′x (x) = ‖x− x‖g′′x (x) =
λ

1 + λ
< 1;

òàìó, çãîäíà ïóíêòó a) òýàðýìû 3.1.2, x ∈ dom F , ã. çí. x � ñòðîãà äàïóø-
÷àëüíàå ðàøýííå ïðàìîé çàäà÷û. Ïà òýàðýìå 3.1.3 (íÿðî�óíàñöü (3.1.6)),

gx(x) ≤ gx(x) + g′x(x)T (x− x)− λ

1 + λ
− ln

(
1− λ

1 + λ

)
= gx(x)− λ2 − λ

1 + λ
+ ln(1 + λ) (4.4.75)

< gx(x)− (λ− ln(1 + λ)) .

Òàê ÿê ëàãàðûôìi÷íàÿ ôóíêöûÿ �óâàãíóòàÿ, òî

ln(sTx)− ln(sTx) ≤ 1
sTx

(x− x) .

Òàìó ïà (4.4.75)

V (x, s)− V (x, s) = V (s, x)− V (s, x)
= (K2 + γK)

(
ln(sTx)− ln(sTx)

)
+ F (x)− F (x)

≤ (K2 + γK)
1
sTx

(x− x) + F (x)− F (x)

= gx(x)− gx(x) ≤ − (λ− ln(1 + λ)) .

2. Öÿïåð ðàçãëåäçiì âûïàäàê, êàëi λ ≤ δ. Ñïà÷àòêó ìû äàêàæàì, øòî s
� ñòðîãà äàïóø÷àëüíû âåêòàð äâîéíûõ íåâÿçàê. Ïðû àáàçíà÷ýííÿõ

ρ
def= γK, θ

def=
sTx

K2 + ρ
s̃

def= −F ′(x)− F ′′(x)ξ ,

ìàåì s = θs̃. Ïà òýàðýìå 3.3.5, −F ′(x) ∈ dom FD. Òàê ÿê, çãîäíà (3.3.32),
(FD)′′(−F ′(x)) = F ′′(x)−1, òî

‖s̃− (−F ′(x))‖2(FD)′′(−F ′(x)) = (s̃+ F ′(x))TF ′′(x)−1(s̃+ F ′(x))

= ξTF ′′(x)F ′′(x)−1F ′′(x)ξ (4.4.76)

= ξTF ′′(x)ξ = λ2 < δ2 < 1.

Òàìó, çãîäíà ïóíêòó a) òýàðýìû 3.1.2, s̃ ∈ dom FD i, òàê ÿê dom F � êîíóñ,
s ∈ dom FD.

Äàëåé ìû äàêàæàì, øòî s ∈ c−R(AT ). Òàê ÿê

1
θ

(s− s) = s̃− K2 + γK

sTx
s

= −F ′(x)− F ′′(x)ξ − K2 + γK

sTx
s = −Φ′(ξ) ,
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òî s = s − θΦ′(ξ). ßê ìû �óæî àäçíà÷àëi âûøýé, Φ′(ξ) ∈ R(AT ) i, ïàêîëüêi
s ∈ c − R(AT ), òî ìû çàêëþ÷àåì, øòî s ∈ c − R(AT ). Ïàêîëüêi ìû �óæî
äàêàçàëi ðàíåé, øòî s ∈ dom FD, òî s �åñöü ñòðîãà äàïóø÷àëüíû âåêòàð
äâîéíûõ íåâÿçàê.

Öÿïåð äàâàéöå àöýíiì âåëi÷ûíþ

∆ def= V (x, s)− V (x, s)
= (K2 + ρ)

(
ln(sTx)− ln(sTx)

)
+ FD(s)− FD(s)

= (K2 + ρ)
(
ln(θs̃Tx)− ln(sTx)

)
+ FD(θs̃)− FD(s)

= K2
(
ln(s̃Tx)− ln(sTx)

)
+ FD(s̃)− FD(s) + ρ ln

(
θs̃Tx

sTx

)
.

Òàê ÿê ïà (3.3.25) ñïðàâÿäëiâà ðî�óíàñöü −F ′(x)Tx = K2, òî

s̃Tx = (−F ′(x)− F ′′(x)ξ)Tx = K2 − η ,

äçå η = ξTF ′′(x)x. Êàëi �óñïîìíiì, øòî θ = sTx/(K2 + ρ), òî

ln
(
θs̃Tx

sTx

)
= ln

(
K2 − η
K2 + ρ

)
= ln

(
1− η

K2

)
− ln

(
1 +

ρ

K2

)
,

ln(s̃Tx) = ln(K2 − η) = 2 lnK − ln
(

1− η

K2

)
i

∆ = K2

(
2 lnK + ln

(
1− η

K2

)
− ln sTx

)
+ ρ ln

(
1− η

K2

)
− ρ ln

(
1 +

ρ

K2

)
(4.4.77)

+FD(s̃)− FD(s) .

Íÿõàé φ(t) def= FD(−F ′(x) − tF ′′(x)ξ); òàäû FD(−F ′(x) = φ(0), FD(s̃) =
φ(1). Ïà (4.4.76), çãîäíà ïóíêòó b) òýàðýìû 3.1.2 (ïðûìåíåíàé äà FD), äëÿ
t ∈ [0, 1] ìàåì

(1− tδ)2φ′′(0) ≤ φ′′(0) ≤ φ′′(0)
(1− tδ)2

.

Òàêiì ÷ûíàì, ç óëiêàì ðî�óíàñöåé (3.3.30) (3.3.31) i (3.3.32),

FD(s̃) = φ(1) ≤ φ(0) + φ′(0) +
φ′′(0)

(1− tδ)2

= FD(−F ′(x))− ξTF ′′(x)((FD)′(−F ′(x))) +
1

2(1− δ)2
ξTF ′′(x)(FD)′′(−F ′(x))F ′′(x)ξ

≤ −F (x) + η +
δ2

2(1− δ)2
. (4.4.78)
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Òàê ÿê ïà (4.4.68)

2K2 lnK − F (x)− FD(s)−K2 ln(sTx)) ≤ 0 ,

òî ç (4.4.77) i (4.4.78) âûíiêàå

∆ ≤ K2

(
2 lnK + ln

(
1− η

K2

)
− ln sTx

)
+

ρ ln
(

1− η

K2

)
− ρ ln

(
1 +

ρ

K2

)
−K2 − F (x) + η +

δ2

2(1− δ)2
− FD(s)

= (2K2 lnK − F (x)− FD(s)−K2 ln(sTx)) +

K2 ln
(

1− η

K2

)
+ ρ ln

(
1− η

K2

)
− ρ ln

(
1 +

ρ

K2

)
+

η +
δ2

2(1− δ)2

≤ K2 ln
(

1− η

K2

)
+ ρ ln

(
1− η

K2

)
− ρ ln

(
1 +

ρ

K2

)
+

η +
δ2

2(1− δ)2
.

Ïàêîëüêi xTF ′′(x)x = K2 (ãë. (3.3.26)) i ξTF ′′(x)ξ = λ2 ≤ δ2, òî

η = ξTF ′′(x)x ≤ ‖ξ‖F ′′(x)‖x‖F ′′(x) ≤ δK .

Äàëåé, òàê ÿê ln(1− η/K2) ≤ −η/K2, ρ = γK, i K ≥ 1, òî ìû ìàåì

∆ ≤ ρ ln
(

1− η

K2

)
− ρ ln

(
1 +

ρ

K2

)
+

δ2

2(1− δ)2

≤ γδ − γ2

1 + γ
+

δ2

2(1− δ)2
= −β(γ, δ) .

2

Òýàðýìà 4.4.3 Íÿõàé ïàðàìåòðû γ, δ ïðàìà-äâîéíàãà ìåòàäà ïàòýíöû-
ÿëüíàé ôóíêöûi çàäàâàëüíÿþöü óìîâàì òýàðýìû 4.4.2. Äëÿ ε > 0, ïà÷û-
íàþ÷û ç ïðàìà-äâîéíàé äàïóø÷àëüíàé ïàðû (x(0), s(0)), ìåòàä âûëi÷âàå äà-
ïóø÷àëüíàå ε-àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (4.4.64) çà

N(ε) = O

(
K ln

(
(s(0))Tx(0)R(x(0), s(0))

ε

))
iòýðàöûé.
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Äîêàç. Àáàçíà÷ûì ïðàç (x(i), s(i)) ïðàìà-äâîéíóþ äàïóø÷àëüíóþ ïàðó,
ÿêóþ ìåòàä âûëi÷âàå íà i-é iòýðàöûi. Ïà òýàðýìàõ 4.4.1 i 4.4.2, ìàåì

(s(i))Tx(i)

(s(0))Tx(0)
≤ R(x(0), s(0)) exp

(
−V (x(0), s(0))− V (x(i), s(i))

γK

)
≤ R(x(0), s(0)) exp

(
−α(γ, δ)

γK
i

)
, (4.4.79)

äçå R(x, s) i α(γ, δ) àçíà÷àþööà ïà (4.4.71) i (4.4.74). Ëàãàðûôìóþ÷û àáåäçâå
÷àñòêi íÿðî�óíàñöi (4.4.79), àòðûìëiâàåì

ln
(

(s(i))Tx(i)

(s(0))Tx(0)

)
≤ − ln

(
R(x(0), s(0))

)
− α(γ, δ)

γK
i . (4.4.80)

Çãîäíà ïðàâiëó ñïûíåííÿ àëãàðûòìà, ìû ìàåì (s(N(ε)))Tx(N(ε)) ≤ ε. Òàìó,
âûêàðûñòî�óâàþ÷û (4.4.80), àòðûìëiâàåì íàñòóïíóþ àöýíêó

N(ε) ≤
⌈

γ

α(γ, δ)
K ln

(
(s(0))Tx(0)R(x(0), s(0))

ε

)⌉
.

2

Ó çàêëþ÷ýííå çàçíà÷ûì, øòî âåëi÷ûíÿ γ
α(γ,δ) ïðûìàå ìiíiìàëüíàå çíà÷-

ýííå ≈ 22.2, êàëi γ ≈ 1.05, δ ≈ 0.34.

4.4.3 ßê çíàéñöi ñòàðòàâûÿ çíà÷ýííi

Êàá çàâÿðøûöü àïiñàííå ïðàìà-äâîéíàãà ìåòàäà ïàòýíöûÿëüíàé ôóíêöûi,
ïàêàæàì, ÿê ìîæíà çíàéñöi ïà÷àòêîâóþ ïðàìà-äâîéíóþ äàïóø÷àëüíóþ ïà-
ðó (x(0), y(0)). Ìû ðàçãëåäçiì òîëüêi âûïàäàê ïàëiýäðàëüíàé çàäà÷û ËÏ.
Òàìó äàïóñöiì, øòî C = Rn

+.
ÍÿõàéM > 0 äàñòàòêîâà âÿëiêi ëiê. Ðàçãëåäçiì íàñòóïíûÿ ìàäûôiêàöûi

ïðàìîé çàäà÷û (4.4.64)

cTx + Mxn+1 → min
Ax +

(
1
M b−A e

)
xn+1 = b ,

−
(
e− 1

M c
)T
x − xn+2 = −M ,
x ≥ 0, xn+1 ≥ 0, xn+2 ≥ 0

i ÿå äâîéíàé çàäà÷û (4.4.65)

bT y − Mym+1 → max
AT y −

(
e− 1

M c
)
ym+1 ≤ c ,(

1
M b−A e

)T
y ≤ M ,

ym+1 ≥ 0 ,

äçå M = (n + 1)M + eT c. Íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî äëÿ ìàäûôiêàâàíûõ
çàäà÷ x(0) = M e, x(0)

n+1 = x
(0)
n+2 = M �åñöü ñòðîãà äàïóø÷àëüíàå ïðàìîå

ðàøýííå, à y(0) = 0, y(0)
m+1 = M � ñòðîãà äàïóø÷àëüíàå äâîéíàå ðàøýííå.
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4.5 Ïðàêòûêàâàííi

1. Êàíêðýòûçóéöå ìåòàä áàð'åðà�ó ó ïðûìÿíåííi äà çàäà÷û âûïóêëàãà
êâàäðàòû÷íàãà ïðàãðàìàâàííÿ (4.1.23).

2. Ïàêàæûöå, ÿê ìîæíà ðýàëiçàâàöü ñòðàòýãiþ "âÿëiêiõ êðîêà�ó"äëÿ ïðàìà-
äâîéíàãà ìåòàäà ïàòýíöûÿëüíàé ôóíêöûi. Öi ìîæíà ãýòà çðàáiöü áåç
çàäàííÿ áàð'åðà FD?

3. Àöàíiöå ñêëàäàíàñöü ïðàìà-äâîéíàãà ìåòàäà ïàòýíöûÿëüíàé ôóíêöûi
�ó äà÷ûíåííi äà ïàëiýäðàëüíàé çàäà÷û ËÏ.

4. Ìåòàä öýíòðà�ó ïðû ðàøýíííi çàäà÷û (4.1.6) àäñëåæâàå êðîïêi öýí-
òðàëüíàé òðàåêòîðûi

x(t) def= arg minH(x, t),

äçå

H(x, t) def= −ψ ln(t− f(x)) + F (x),

ψ ≥ 1, t ∈ (t∗,∞), t∗ = infx∈dom F f(x).

Ïà àíàëîãii ç ìåòàäàì áàð'åðà�ó çàïiøûöå iòýðàöûéíû ïðàöýñ ìåòàäà
öýíòðà�ó, àáãðóíòóéöå ÿãî êàðýêòíàñöü i àöàíiöå õóòêàñöü çáÿãàåìàñöi.

Óêàçàííå: H ∈ SSC(
√
K2 + 1) ïðû ôiêñàâàíûì t.



146 Ãëàâà 4. Ìåòàäû �óíóòðàíàé êðîïêI



Ãëàâà 5

Öýëàëiêàâàå ëiíåéíàå

ïðàãðàìàâàííå

Çàäà÷àé öýëàëiêàâàãà ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ (ÖËÏ) íàçûâàþöü íàñòóï-
íóþ çàäà÷ó àïòûìiçàöûi

max{cTx : Ax ≤ b , x ∈ Zn},

äçå c ∈ Zn, b ∈ Zm, A ∈ Mm,n(Z). Ïà àíàëîãii ç ëiíåéíûì ïðàãðàìàâàí-
íåì ìîæíà çàïiñàöü øýðàã iíøûõ ôàðìóë�åâàê çàäà÷û ÖËÏ i äàêàçàöü iõ
ýêâiâàëåíòíàñöü.

Íà ïðàêòûöû çàäà÷û ÖËÏ óçíiêàþöü íå òîëüêi �ó òûõ âûïàäêàõ, êàëi
ïðû ôàðìóë�å�óöû çàäà÷û ËÏ ïàòðàáóåööà êàá çìåííûÿ áûëi öýëûìi. Âàæ-
íû êëàñ çàäà÷ ÖËÏ ñêëàäàþöü çàäà÷û êàìáiíàòîðíàé àïòûìiçàöûi, ó ÿêiõ
ç êîíöàãà ìíîñòâà àëüòýðíàòû�ó òðýáà âûáðàöü àïòûìàëüíóþ. Òàêñàìà iñ-
íóå øýðàã íåëiíåéíûõ àáìåæàâàííÿ�ó, ÿêiÿ ìîæíà çàïicàöü ÿê ëiíåéíûÿ ç
öýëàëiêàâûìi çìåííûìi.

Öýëàëiêàâàå ëiíåéíàå ïðàãðàìàâàíåííå � ãýòà ñàìàñòîéíû ðàçäçåë ìàò-
ýìàòû÷íàãà ïðàãðàìàâàííÿ. Ó ãýòàé ãëàâå ìû ñïûíiìñÿ òîëüêi íà òûõ ìå-
òàäàõ ÖËÏ, ó àñíîâå ÿêiõ ëÿæûöü ñiìïëåêñ-ìåòàä. Ìû òàêñàìà ðàçãëåäçiì
íåêàëüêi ïðûêëàäà�ó ïðûìÿíåííÿ ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ äëÿ ðàø-
ýííÿ çàäà÷ êàìáiíàòîðíàé àïòûìiçàöûi. Àëå ïåðø ÷ûì ïðûñòóïiöü äà ðàç-
ãëÿäó ìåòàäà�ó, ìû çàñÿðîäçiì ñâàþ �óâàãó íà íåéêiõ àãóëüíûõ ïðû�åìàõ, ÿêiÿ
âûêàðûñòî�óâàþööà äëÿ çàïiñó ïðàêòû÷íûõ çàäà÷ ÿê çàäà÷ ÖËÏ.

5.1 Öýëàëiêàâàñöü i íåëiíåéíàñöü

Ïðàç àáìåæàâàííå "x öýëàëiêàâàå"ìîæíà âûðàçiöü ìíîãiÿ íåëiíåéíûÿ àá-
ìåæàâàííi. Ðàçãëåäçiì íåêàëüêi àñîáíûõ âûïàäêà�ó.

147
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1. Ôóíêöûÿ êîøòó ç ôiêñàâàíûìi äàïëàòàìi ìàå âûãëÿä

c(x) def=
{
ax+ b, êàëi 0 < L ≤ x ≤ U
0, êàëi x = 0

Êàëi �óâåñöi öýëàëiêàâóþ çìåííóþ 0 ≤ δ ≤ 1, i äàáàâiöü àáìåæàâàííå δL ≤
x ≤ Uδ, òî ãýòóþ ôóíêöûþ ìîæíà ïåðà�óòâàðûöü ó ëiíåéíóþ c(x, δ) =
ax+bδ. Ôóíêöûÿ êîøòó ç ôiêñàâàíûìi äàïëàòàìi �óçíiêàå çà�óñ�åäû, êàëi íåàá-
õîäíà ïðû iíâåñòûöûÿõ óëi÷âàöü íå òîëüêi áÿãó÷ûÿ âûäàòêi, àëå i ïà÷àòêî-
âûÿ àäíàðàçàâûÿ âûäàòêi, íàïðûêëàä, íà çàêóïêó àáñòàëÿâàííÿ, àñâàåííå
çÿìåëüíàãà �ó÷àñòêà ïàä áóäà�óíiöòâà, ñòâàðýííå íîâàé ôiðìû.

2. Äûõàòàìiÿ. Äàïóñöiì, øòî �ó íåéêiõ ïðûìÿíåííÿõ äàïóø÷àëüíûÿ
ðàøýííi ïàâiííû çàäàâàëüíÿöü àäíàìó ç äâóõ àáìåæàâàííÿ�ó:

x ≥ a àáî y ≥ b.

Êàëi �óâåñöi öýëàëiêàâóþ çìåííóþ δ, 0 ≤ δ ≤ 1, òî ãýòóþ �óìîâó ìîæíà
çàïiñàöü ó âûãëÿäçå

x ≥ δa , y ≥ (1− δ)b .

3. Ìíîãàðàçîâûÿ àëüòýðíàòûâû. ×àñàì óìîâà çàäà÷û ïàòðàáóå âû-
êàíàííÿ íå �óñiõ m àáìåæàâàííÿ�ó

Aix ≤ bi , i = 1, . . . ,m ,

à òîëüêi q ç iõ (íÿâàæíà ÿêiõ). Óâÿäçåì çìåííóþ

yi =
{

1 , êàëi àáìåæàâàííå i âûêîíâàåööà,
0 , iíàêø.

Öÿïåð ïåðàïiøàì àáìåæàâàííi òàê:

Aix ≤ bi + yiM , i = 1, . . . ,m ,
m∑
i=1

yi = q ,

0 ≤ yi ≤ 1 .

Òóò M � äàñòàòêîâà âÿëiêi ëiê.

4.Êàâàëêàâà-ëiíåéíàÿ àïðàêñiìàöûÿ íåëiíåéíàé ñåïàðàáåëüíàé
ôóíêöûi

f(x) =
n∑
i=1

fi(xi) .

Íÿõàé
ai = δi,0 < δi,1 . . . < δi,ri = bi
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xi

fi(xi)

ai = δi,0 δi,1 δi,2 δi,4 δi,5 = bi

fi(δi,0)

fi(δi,4)

fi(δi,1)

@
@
J
J
J
J
J
JJ

δi,3

fi(δi,5)

fi(δi,2)

fi(δi,3)

Ðèñ. 5.1: Êàâàëêàâà-ëiíåéíàÿ àïðàêñiìàöûÿ íåëiíåéíàé ñåïàðàáåëüíàé
ôóíêöûi

�åñöü ðàçáiåííå àäðýçêà [ai, bi] âûçíà÷ýííÿ ôóíêöûi fi. Íà àäðýçêó [δi,k−1, δi,k]
ôóíêöûþ fi(xi) àïðàêñiìóåì êàâàëêàâà-ëiíåéíàé ôóíêöûÿé (ãë. ìàë. 5.1)

f̃i(x) =
ri∑
k=1

(
fi(δi,k−1) +

fi(δi,k)− fi(δi,k−1)
δi,k − δi,k−1

(xi − δi,k−1)
)
yik

ïðû àáìåæàâàííÿõ
∑ri
k=1 yik = 1, yik ∈ Z+.

5.Äûñêðýòíûÿ çìåííûÿ. Íÿõàé çìåííàÿ x ìîæà ïðûìàöü òîëüêi çíà-
÷ýííi s1 . . . , sk. Ãýòóþ �óìîâó ìîæíà âûðàçiöü íàñòóïíûì ÷ûíàì

x− s1δ1 − s2δ2 − . . .− skδk = 0 ,
δ1 + δ2 + . . .+ δk = 1 ,

δi ∈ Z+ , i = 1, . . . , k .

5.2 Ïðûêëàäû êàìáiíàòîðíûõ çàäà÷

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ðàçãëåäçiì íåêàëüêi ïðûêëàäà�ó êàìáiíàòîðíûõ çà-
äà÷, ÿêiÿ ìîæíà âåëüìi ïðîñòà ñôàðìóëÿâàöü ÿê çàäà÷û áóëåâàãà ïðàãðà-
ìàâàííÿ, ã. çí. çàäà÷û ÖËÏ, óñå çìåííûÿ �ó ÿêiõ ïðûìàþöü çíà÷ýííi 0 öi
1.

Çàäà÷û àá óïàêî�óöû, ðàçáiåííi i ïàêðûööi

Äàäçåíà êîíöàå ìíîñòâà S i ñÿì'ÿ ÿãî ïàäìíîñòâà�ó E = {S∞, . . . ,S\}, Si ⊆ S.
×àñòà ïàðó H = (S, E) íàçûâàþöü ãiïåðãðàôàì. Ïà àíàëîãii ç ãðàôàìi, ýëå-
ìåíòû ìíîñòâà S íàçûâàþöü âÿðøûíÿìi, à ïàäìíîñòâû ç E � ãiïåððýáðàìi.
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Äëÿ ïðàñòàòû, ó äàëåéøûì áóäçåì ëi÷ûöü, øòî S = Nm. Ìàòðûöà A ∈
Mm,n(R) iíöûäýíöûé òûïó âÿðøûíi-ðýáðû ãiïåðãðàôà H ìàå ýëåìåíòû:

aij =
{

1, êàëi i ∈ Sj ,
0, êàëi i 6∈ Sj .

Ïàäìíîñòâà ãiïåððýáðà�ó J ∈ E íàçûâàåööà óïàêî�óêàé, êàëi êîæíàÿ âÿð-
øûíÿ S íàëåæûöü íå áîëåé ÷ûì àäíàìó ãiïåððàáðó ç J . Êàëi êîæíû ýëå-
ìåíò ç S íàëåæûöü äàêëàäíà àäíàìó ãiïåððàáðó ç J , òî J íàçûâàåööà
ðàçáiåííåì. I, íàðýøöå, êàëi êîæíàÿ âÿðøûíÿ ç S íàëåæûöü íå ìåíåé ÷ûì
àäíàìó ãiïåððàáðó ç J , òî J íàçûâàåööà ïàêðûöö�åì.

Íÿõàé êîæíàìó ãiïåððàáðó Sj ïðûïiñàíû êîøò cj . Ó çàäà÷û àá óïàêî�óöû
òðýáà ñÿðîä óciõ óïàêîâàê çíàéñöi òóþ, ñóìàðíû êîøò ãiïåððýáðà�ó ÿêîé
ìàêñiìàëüíû. Çàäà÷û àá ïàêðûööi i ðàçáiåííi òðàäûöûéíà ôàðìóëþþööà
ÿê çàäà÷û íà ìiíiìóì, ã. çí., øòî òðýáà, àäïàâåäíà, çíàéñöi ïàêðûö�å öi
ðàçáiåííå ç ìiíiìàëüíûì ñóìàðíûì êîøòàì ðýáðà�ó.

Àçíà÷ûì âåêòàð x ∈ Zn ïà ïðàâiëó:

xj =
{

1, êàëi Sj óêëþ÷àåööà �ó ïàêðûöö�å,
0, iíàêø.

Öÿïåð êîæíàÿ ç âûøýé àçíà÷àíûõ çàäà÷ âåëüìi ïðîñòà ôàðìóëþåööà ÿê
çàäà÷à ÖËÏ:

• çàäà÷à àá óïàêî�óöû

max{cTx : Ax ≤ e , x ∈ Zn+}, (5.2.1)

• çàäà÷à àá ðàçáiåííi

max{cTx : Ax = e , x ∈ Zn+}, (5.2.2)

• çàäà÷à àá ïàêðûööi

min{cTx : Ax ≥ e , 0 ≤ x ≤ e , x ∈ Zn}. (5.2.3)

Êàëi êîøòû �óñiõ ãiïåððýáðà�ó ðî�óíû àäçiíöû, òî òàäû ïðûâàòíûÿ âûïàä-
êi çàäà÷ àá óïàêî�óöû ïàêðûööi i ðàçáiåííi íàçûâàþööà, àäïàâåäíà, çàäà÷àìi
àá ìàêñiìàëüíàé óïàêî�óöû, ìiíiìàëüíûõ ïàêðûööi i ðàçáiåííi.

Çàäà÷à àá ýôåêòû�óíàé ýêñïåäûöûi

Ïðû àðãàíiçàöûi ýêñïåäûöûi iìêíóööà ìiíiìiçàâàöü êîëüêàñöü óäçåëüíiêà�ó,
âûáiðàþ÷û iõ ç n ìàã÷ûìûõ êàíäûäàòà�ó. Ýêñïåäûöûi áóäçå ïàòðýáíà âû-
êîíâàöü m âiäà�ó àáàâÿçêîâûõ ðàáîò. Òàìó äëÿ ÿå ïîñïåõó íåàáõîäíà, êàá
äëÿ êîæíàé ç ãýòûõ ðàáîò ó ñêëàäçå �óäçåëüíiêà�ó ýêñïåäûöûi áûëà õàöÿ á
àäíà àñîáà, çäîëüíàÿ ÿå âûêàíàöü. Íÿõàé Sj áóäçå ìíîñòâà ðàáîò, ÿêiÿ ìî-
æà âûêîíâàöü j-ÿ àñîáà, j = 1, . . . , n. Çðàçóìåëà, øòî çàäà÷ó àá ýôåêòû�óíàé
ýêñïåäûöûi ìîæíà ñôàðìóëÿâàöü ÿê çàäà÷ó àá ìiíiìàëüíûì ïàêðûööi �ó ãi-
ïåðãðàôå (Nm, {Sj}nj=1).
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Çàäà÷à àá äàñòà�óöû

Íåéêàÿ ôiðìà êîæíû äçåíü äàñòà�óëÿå ñâàiì êëiåíòàì òàâàðû íà à�óòàìàáiëÿõ
(àáî ïà ÷ûãóíöû, ïàâåòðû, íà áàðæàõ i ã. ä.). Ìàåööà m êëiåíòà�ó i n äà-
ïóø÷àëüíûõ ìàðøðóòà�ó äàñòà�óêi, j-û ìàðøðóò äàçâàëÿå àáñëóæûöü ïàä-
ìíîñòâà êëiåíòà�ó Sj i íÿõàé cj � âûäàòêi, çâÿçàíûÿ ç ÿãî ýêñïëóàòàöû-
ÿé. Òðýáà âûáðàöü òàêîå ìíîñòâà ìàðøðóòà�ó, êàá áûëî çàáÿñïå÷àíà àáñëó-
ãî�óâàííå �óñiõ êëiåíòà�ó, i, ïðû ãýòûì, ñóìàðíûÿ âûäàòêi áûëi ìiíiìàëüíûÿ.
Âiäàâî÷íà, øòî ãýòà çàäà÷à ç'ÿ�óëÿåööà çàäà÷àé àá ïàêðûööi �ó ãiïåðãðàôå
(Nm, {Sj}nj=1).

Çàäà÷à àá äàñòà�óöû ìîæà �óòðûìëiâàöü òàêñàìà i àáìåæàâàííå
∑n
j=1 xj ≤

k, øòî âûçíà÷àå ìàêñiìàëüíà ìàã÷ûìóþ êîëüêàñöü ìàðøðóòà�ó (íàïðûêëàä,
ôiðìà øòîäç�eííà ìàå ìàã÷ûìàñöü âûïóñêàöü íà ëiíiþ íå áîëåé k à�óòàìàáiëÿ�ó).

Àáàãóëüíåíàÿ çàäà÷à àá ïðûçíà÷ýííÿõ

Ìàåööà m òûïà�ó ñàìàë�eòà�ó, i n ìàðøðóòà�ó. Äëÿ êîæíàãà ìàðøðóòó j i
äëÿ êîæíàãà òûïó ñàìàë�eòà�ó i âÿäîìà ÷àñòàòà fij ïàë�eòà�ó ïà ìàðøðóöå
j (íàïðûêëàä, êîëüêàñöü ïàë�eòà�ó çà òûäçåíü), ÿêàÿ äàçâàëÿå çàäàâîëiöü
êàìåðöûéíûÿ àáìåæàâàííi i ÿêàÿ äàå ìàêñiìàëüíû ïðûáûòàê βij àä ýêñ-
ïëóàòàöûi.

Çàäà÷à àá àïòûìàëüíûì ñêëàäçå ïàâåòðàíàãà ôëîòó � ãýòà: íàäàöü êîæ-
íàìó ìàðøðóòó j òàêi òûï ñàìàë�eòà�ó i, êàá êîøò (âûäàòêi íà ýêñïëóàòà-
öûþ ìiíóñ ïðûáûòàê) áû�ó ìiíiìàëüíû, ç ïî�óíûì óëiêàì àáìåæàâàííÿ�ó íà
êîëüêàñöü íàÿ�óíûõ ñàìàë�eòà�ó êîæíàãà ç òûïà�ó (àáìåæàâàííÿ�ó íà ïàìåð
ïàâåòðàíàãà ôëîòó). Âûçíà÷ûì áóëåâû çìåííûÿ xij íàñòóïíûì ÷ûíàì:

xij =
{

1, êàëi òûï ñàìàë�eòà�ó i ïðûçíà÷àíû íà ìàðøðóò j,
0, iíàêø.

Àáìåæàâàííi íà ïàìåð ïàâåòðàíàãà ôëîòó ìîæíà âûðàçiöü íàñòóïíûì ÷û-
íàì. Íÿõàé bi �åñöü ïî�óíàÿ êîëüêàñöü ãàäçií ïàë�eòà�ó äëÿ ñàìàë�eòà�ó i-ãà òûïó,
à hij àáàçíà÷àå êîëüêàñöü ãàäçií, ïàòðýáíûõ ñàìàë�eòó òûïó i äëÿ àæûö-
öÿ�óëåííÿ ïàë�eòó ïà ìàðøðóöå j. Òàäû ñóìà ãàäçií ïàë�åòà�ó ñàìàë�eòà�ó òûïó
i íà ìàðøðóöå j �eñöü aij = fijhij . Ïðûçíà÷ýííå x ñàìàë�åòà�ó íà ìàðøðóòû
ïàâiííà çàäàâàëüíÿöü íàñòóïíûì m àáìåæàâàííÿì:

n∑
j=1

aijxij ≤ bi , i = 1, . . . ,m.

Íÿõàé Fi � ïàãàäçiííûÿ ôiíàíñàâûÿ âûäàòêi äëÿ i-ãà òûïó ñàìàë�eòà�ó. Òàäû
âàðòàñöü ïðûçíà÷ýííÿ òûïó ñàìàë�eòà�ó i íà ìàðøðóò j �eñöü cij = Fijaij−βij .



152 Ãëàâà 5. ÖýëàëIêàâàå ïðàãðàìàâàííå

Çàäà÷à çâîäçiööà äà âûðàøýííÿ íàñòóïíàé çàäà÷û ÖËÏ:

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min

n∑
j=1

aijxij ≤ bi , i = 1, . . . ,m, (5.2.4)

m∑
i=1

xij = 1 , j = 1, . . . , n,

xij ∈ Z+ , i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n.

Çàäà÷à (5.2.4) âÿäîìà ÿê àáàãóëüíåíàÿ çàäà÷à àá ïðûçíà÷ýííÿõ. Ó ïðû-
âàòíûì âûïàäêó, êàëi m = n i

aij = 1, bi = 1 äëÿ i, j = 1, . . . , n,

ìû àòðûìëiâàåì êëàñi÷íóþ çàäà÷ó àá ïðûçíà÷ýííÿõ.

Çàäà÷à êàìiâàÿæîðà

Êàìiâàÿæîð, ïà÷ûíàþ÷û ç ãîðàäà 0 ïàâiíåí àá'åõàöü ÿø÷ý n ãàðàäî�ó 1, . . . , n
i âÿðíóööà �ó çûõîäíû ãîðàä 0, ïðû �óìîâå, øòî �åí ïàâiíåí ïàáûâàöü ó êîæ-
íûì ãîðàäçå äàêëàäíà àäçií ðàç. Àäëåãëàñöi ïàìiæ ãàðàäàìi çàäàþööà ìàò-
ðûöàé C ∈ Mn+1,n+1(R+), äçå cij �åcöü àäëåãëàñöü àä ãîðàäà i äà ãîðàäà
j.

Ïàðó (i, j) áóäçåì íàçûâàöü äàðîãàé ç ãîðàäà i ó ãîðàä j. Ñóïàñòàâiì
ïàðû (i, j) çìåííóþ xij , äçå xij = 1, êàëi äàðîãà (i, j) íàëåæûöü ìàðøðó-
òó êàìiâàÿæîðà, i 0 ó àäâàðîòíûì âûïàäêó. Ðàçãëåäçiì íàñòóïíóþ çàäà÷ó
ÖËÏ:

n∑
i=0

n∑
j=0

cijxij → min

(a)
n∑
i=0

xij = 1, j = 0, . . . , n ,

(b)
n∑
j=0

xij = 1, i = 0, . . . , n ,

(c) ui − uj + nxij ≤ n− 1, 1 ≤ i 6= j ≤ n,
(d) xij ∈ Z+ , i, j = 0, . . . , n.

(5.2.5)

Ó çàäà÷û (5.2.5) ÷àñòêà çìåííûõ (xij , i, j = 0, . . . , n) ïàâiííà ïðûìàöü
öýëûÿ çíà÷ýííi, à äðóãàÿ ÷àñòêà (ui, i = 1, . . . , n) ìîæà ïðûìàöü ëþáûÿ
çíà÷ýííi. Çà�óâàæûì, àäíàê, øòî ç äîêàçó íàñòóïíàé òýàðýìû âûíiêàå, øòî
ñÿðîä àïòûìàëüíûõ ðàøýííÿ�ó çàäà÷û (5.2.5) �åñöü òàêîå, óñå êàìïàíåíòû
ÿêîãà ç'ÿ�óëÿþööà öýëûìi.

Òýàðýìà 5.2.1 Çàäà÷à ÖËÏ (5.2.5) ýêâiâàëåíòíà çàäà÷û êàìiâàÿæîðà.
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Ðèñ. 5.2: Ìíîñòâà íåïåðàñÿêàëüíûõ öûêëà�ó

Äîêàç. Ðî�óíàñöi (a) àäëþñòðî�óâàþöü òîé ôàêò, øòî �ó êîæíû ãîðàä òðýáà
�óåõàöü äàêëàäíà ïà àäíîé äàðîçå, à ðî�óíàñöi (b) àçíà÷àþöü, øòî ç êîæíàãà
ãîðàäà òðýáà âûåõàöü òàêñàìà ðî�óíà ïà àäíîé äàðîçå. Öýëûÿ íåàäìî�óíûÿ
ðàøýííi ñiñòýìû �óðà�óíåííÿ�ó (a), (b) óçàåìíà àäíàçíà÷íà àäïàâÿäàþöü ìíî-
ñòâàì íåïåðàñÿêàëüíûõ öûêëà�ó (ãë. ìàë. 5.2), ÿêiÿ �ó äàëåéøûì íàçûâàåì
êàðîòêiìi öûêëàìi. Äàïóø÷àëüíàìó ìàðøðóòó êàìiâàÿæîðà àäïàâÿäàå àä-
çií (äî�óãi) öûêë. Äàêàæàì öÿïåð, øòî àáìåæàâàííi (c) âûêëþ÷àþöü êàðîò-
êiÿ öûêëû. Äàïóñöiì àäâàðîòíàå, øòî iñíóå äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå (x, u)
çàäà÷û (5.2.5), ÿêîìó àäïàâÿäàå íå àäçií öûêë äà�óæûíi n + 1, à íåêàëüêi
öûêëà�ó. Òàäû àäçií ç ãýòûõ öûêëà�ó, ñêàæàì i1, . . . , ik, i1 íå ïðàõîäçiöü ïðàç
ãîðàä 0. Âûïiøàì íÿðî�óíàñöi (b) äëÿ äàðîã íà ãýòûì öûêëå

uij − uij+1 + n ≤ n− 1 , j = 1, . . . , k − 1 ,
uik − ui1 + n ≤ n− 1 .

Êàëi ñêëàñöi ãýòûÿ íÿðî�óíàñöi, òî àòðûìàåì ñóïÿðý÷íàñöü kn ≤ kn− k.
Äëÿ çàâÿðøýííÿ äîêàçó ïàêàæàì, øòî äëÿ êîæíàãà õàðàêòàðûñòû÷íàãà

âåêòàðà ìàðøðóòó x iñíóå âåêòàð u òàêi, øòî x i u çàäàâàëüíÿþöü àáìåæà-
âàííÿì (c). Ñàïðà�óäû, íÿõàé ui = t, êàëi ãîðàä i íàâåäâàåööà t-ì ïà ëiêó,
t = 1, . . . , n. Êàëi xij = 0, òî ïàâiííà áûöü ui − uj ≤ n − 1, 1 ≤ i 6= j ≤ n,
øòî çà�óñ�åäû âûêîíâàåööà ïà àçíà÷ýííþ âåêòàðà u. Êàëi xij = 1, òî ïàâiííà
âûêîíâàööà íÿðî�óíàñöü ui−uj +n ≤ n−1, øòî çà�óñ�åäû òàê, áî uj = ui+ 1.
2

5.3 Ìåòàä ãàëií i ìåæà�ó

Ìåòàä ãàëií i ìåæà�ó� ãýòà àäçií ç àãóëüíûõ ìåòàäà�ó äëÿ âûðàøýííÿ çàäà÷
öýëàëiêàâàãà ïðàãðàìàâàííÿ. �Åí çàñíàâàíû íà iäýi àáìåæàâàíàãà ïåðàáîðó
äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó. Äëÿ êàíêðýòíàñöi, áóäçåì ëi÷ûöü, øòî ïàòðàáó-
åööà ìàêñiìiçiçàâàöü ôóíêöûþ ìýòû. Ó ïðàöýñå ïåðàáîðó íàéëåïøàå (ÿêîå
ìàå ìàêñiìàëüíàå çíà÷ýííå ôóíêöûi ìýòû) ñà çíîéäçåíûõ äà äàäçåíàãà ìî-
ìàíòó ðàøýííÿ�ó íàçûâàåööà ðýêîðäíûì, à çíà÷ýííå ôóíêöûi ìýòû íà iì �
ðýêîðäàì. Ìåòàä ãàëií i ìåæà�ó íåçàëåæíà àä ïðûìÿíåííÿ �óëó÷àå �ó ñÿáå:
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• ïðàâiëà âûëi÷ýííÿ (âåðõíÿé) ìÿæû äëÿ ôóíêöûi ìýòû (êàëi òðýáà
ìiíiìiçàâàöü ôóíêöûþ ìýòû, òî ïàòðýáíà íiæíÿÿ ìÿæà);

• ñïîñàá ðàçái�óêi çàäà÷û íà ïàäçàäà÷û (ãàëiíàâàííå);

• àäñå�ó ïà ìÿæû � êàëi ìÿæà äëÿ ïàäçàäà÷û íå áîëüøàÿ çà ðýêîðä, òî
ãýòàÿ ïàäçàäà÷à íå ìàå ëåïøàãà ðàøýííÿ, ÷ûì ðýêîðäíàå, i ÿå ìîæíà
�àäñåÿöü�.

Áóäçåì ðàçãëÿäàöü çàäà÷ó ÖËÏ íàñòóïíàãà âûãëÿäó

max{cTx : b1 ≤ Ax ≤ b2 , d1 ≤ x ≤ d2 , x ∈ Zn}, (5.3.6)

äçå b1, b2 ∈ Zm, d1, d2 ∈ Zn, A ∈Mm,n(Z). Ó ÿêàñöi ìÿæû äëÿ ãýòàé çàäà÷û
áÿðýööà àïòûìàëüíàå çíà÷ýííå ôóíêöûi ìýòû ðýëàêñàöûéíàé çàäà÷û ËÏ

γ
def= max{cTx : b1 ≤ Ax ≤ b2 , d1 ≤ x ≤ d2 , x ∈ Rn}. (5.3.7)

Êàëi àïòûìàëüíàå ðàøýííå x∗ çàäà÷û (5.3.7) ç'ÿ�óëÿåööà öýëàëiêàâûì, òî
ÿíî, âiäàâî÷íà, áóäçå i àïòûìàëüíûì ðàøýííåì çàäà÷û ÖËÏ (5.3.6). Ó àä-
âàðîòíûì âûïàäêó âûáiðàåì íåöýëàëiêàâóþ êààðäûíàòó x∗i i äçåëiì (ãàëi-
íóåì) çàäà÷ó (5.3.6) íà äçâå ïàäçàäà÷û

max{cTx : b1 ≤ Ax ≤ b2 , d1 ≤ x ≤ d2(bx∗i c, i) , x ∈ Zn} , (5.3.8)

max{cTx : b1 ≤ Ax ≤ b2 , d1(dx∗i e, i) ≤ x ≤ d2 , x ∈ Zn} . (5.3.9)

Òóò âåêòàð d(α, i) àçíà÷àåööà íàñòóïíûì ÷ûíàì:

d(α, i) =
{
dj , êàëi j 6= i,
α , êàëi j = i.

Íÿõàé x1 i x2 � àïòûìàëüíûÿ ðàøýííi àäïàâåäíà çàäà÷ (5.3.8) i (5.3.9).
Òàäû àäíà ç ãýòûõ êðîïàê ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíàé (ìåíàâiòà òàÿ, íà ÿêîé
çíà÷ýííå ôóíêöûi ìýòû íàéáîëüøàå) äëÿ çûõîäíàé çàäà÷û (5.3.6).

Ìåòàä ãàëií i ìåæà�ó äëÿ çàäà÷û ÖËÏ (5.3.6) ïðûâåäçåíû íà ìàë. 5.3. Íà
�óâàõîä ïðàöýäóðû solve_ILP ïàäàþööà çûõîäíûÿ äàäçåíûÿ àá çàäà÷û ÖËÏ
(âåêòàðû c, b1, b2, d1, d2 i ìàòðûöà A), à òàêñàìà äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå x i
R = cTx. Êàëi çíàéñöi äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå çàäà÷û ÖËÏ öÿæêà, òî íà
�óâàõîä ïðàöýäóðû òðýáà ïàäàâàöü R = −∞. Êàëi i íà âûõàäçå ïðàöýäóðû
solve_ILP R = −∞, òî çàäà÷à ÖËÏ íå ìàå äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó. Iíàêø,
x �åñöü àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û.

Ó ìåòàäçå ìàåööà íåàäíàçíà÷íàñöü ó âûáàðû äðîáíàé çìåííàé, êàëi iõ
íåêàëüêi. Àäíîé ç ëåïøûõ ëi÷ûööà ñòðàòýãiÿ, ïðû ÿêîé âûáiðàåööà òàÿ
çìåííàÿ, ÿêàÿ ïðûâîäçiöü äà íàéìåíøàãà �óáûâàííÿ íiæíÿé ìÿæû γ ïàñ-
ëÿ âûêàíàííÿ àäíîé iòýðàöûi äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà ç äàáà�óëåíûì àá-
ìåæàâàííåì (àäíûì ç äâóõ ìàã÷ûìûõ). Àáãðóíòàâàííåì ãýòàãà ç'ÿ�óëÿåööà
æàäàííå õóò÷ýé àòðûìàöü ÿê ìàãà áîëüøû ðýêîðä, ç äàïàìîãàé ÿêîãà �ó
äàëåéøûì áóäçå àäñåÿíà áîëüø ïàäçàäà÷.



5.3. Ìåòàä ãàëIí I ìåæà�ó 155

branch_and_bound(d1, d2)
{
x0 ∈ arg max{cTx : b1 ≤ Ax ≤ b2 , d1 ≤ x ≤ d2};
γ := bcTx0c; // γ = −∞, êàëi çàäà÷à ËÏ íå ìàå ðàøýííÿ
if (γ ≤ R) return;
if (x0 ∈ Zn) { x := x0; R = γ; }
else {
âûáiðàåì x0

i 6∈ Z;
branch_and_bound(d1, d2(bx0

i c, i));
if (γ ≤ R) return;
branch_and_bound(d1(dx0

i e, i), d2);
}

}
solve_ILP(c, b1, b2, A, d1, d2, x,R);
{
branch_and_bound(d1, d2);

}

Ðèñ. 5.3: Ìåòàä ãàëií i ìåæà�ó äëÿ çàäà÷û ÖËÏ

Ïðûêëàä 5.3.1 Ðàçãëåäçiì íàñòóïíóþ çàäà÷ó ÖËÏ

x1 + 2x2 → max
−2x1 + 3x2 ≤ 4 ,

2x1 + 2x2 ≤ 11 ,
1 ≤ x1 ≤ 4 , 1 ≤ x2 ≤ 5 ,

x1 , x2 � öýëûÿ.

Äðýâà ãàëiíàâàííÿ ïðàäñòà�óëåíà íà ìàë. 5.4. Óñå ïàäçàäà÷û, ÿêiÿ �óçíiêàþöü
�ó ïðàöýñå ðàøýííÿ çàäà÷û ìåòàäàì ãàëií i ìåæà�ó, çàíóìàðàâàíû ëiêàìi àä 0
(çûõîäíàÿ çàäà÷à) äà 7. Ðýëàêñàöûéíûÿ çàäà÷û ËÏ äëÿ âûëi÷ýííÿ âåðõíiõ
ìåæà�ó âûðàøàþööà äâîéíûì ñiìïëåêñ-ìåòàäàì, ïà÷ûíàþ÷û ç àïòûìàëüíà-
ãà ðàøýííÿ ðýëàêñàöûéíàé çàäà÷û ËÏ äëÿ íåïàñðýäíàãà ïðîäêà. Ñïà÷àòêó
R = −∞. Íiæýé ïðàäñòà�óëåíû êðîêi ðàøýííÿ çàäà÷û. ßíû çàíóìàðàâàíû
äâóìà ëiêàìi i.j, äçå i �åñöü íóìàð ïàäçàäà÷û, à j � íóìàð iòýðàöûi äâîéíàãà
ñiìïëåêñ-ìåòàäà.

0.0. I = (3, 4), B−1 =
[

1 0
0 1

]
, x = (4, 5)T , π = (1, 2)T .

0.1. s = 1, u = (−2, 3)T , λ = 2
3 , t = 2, I = (3, 1), B−1 =

[
1 0
2
3

1
3

]
, x = (4, 4)T ,

π = ( 7
3 ,

2
3 )T .

0.2. s = 2, u = (10
3 ,

2
3 )T , λ = 7

10 , t = 1, I = (2, 1), B−1 =
[

3
10 −

1
5

1
5

1
5

]
,

x = ( 5
2 , 3)T , π = ( 7

10 ,
1
5 )T , γ0 = 8.
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1 ≤ x1 ≤ 4
1 ≤ x2 ≤ 5

γ = 8
x = ( 5

2 , 3)
0

1 ≤ x1 ≤ 2
1 ≤ x2 ≤ 5

γ = 7
x = (2, 8

3 )
1

3 ≤ x1 ≤ 4
1 ≤ x2 ≤ 5

γ = 8
x = (3, 5

2 )
2

1 ≤ x1 ≤ 2
1 ≤ x2 ≤ 2

γ = 6
x = (2, 2)

3

1 ≤ x1 ≤ 2
3 ≤ x2 ≤ 5

íå ìàå
ðàøýííÿ

4

3 ≤ x1 ≤ 4
1 ≤ x2 ≤ 2

γ = 7
x = ( 7

2 , 2)
5

3 ≤ x1 ≤ 4
3 ≤ x2 ≤ 5

íå ìàå
ðàøýííÿ

6

3 ≤ x1 ≤ 3
1 ≤ x2 ≤ 2

γ = 7
x = (3, 2)

7

Ðèñ. 5.4: Äðýâà ãàëiíàâàííÿ äëÿ ïðûêëàäà 5.3.1
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1.1. s = 3, u = ( 3
10 ,−

1
5 )T , λ = 7

3 , t = 1, I = (3, 1), B−1 =
[

1 0
2
3

1
3

]
, x =

(2, 8
3 )T , π = ( 7

3 ,
2
3 )T , γ1 = 7.

3.1. s = 4, u = ( 2
3 ,

1
3 )T , λ = 2, t = 2, I = (3, 4), B−1 =

[
1 0
0 1

]
, x = (2, 2)T ,

π = (1, 2)T , γ3 = 6. Òàê ÿê x öýëû i γ3 > R, òî ìÿíÿåì ðýêîðä i
ðýêîðäíàå ðàøýííå: R = 6, xR = (2, 2)T .

4.1. s = −4, u = (− 2
3 ,−

1
3 )T . Òàê ÿê óñå êàìïàíåíòû âåêòàðà u íåäàäàòíûÿ,

òî çàäà÷à ËÏ íå ìàå äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó.

2.1. s = −3, u = (− 3
10 ,

1
5 )T , λ = 1, t = 2, I = (2,−3), B−1 =

[
0−1
1
2 1

]
,

x = (3, 5
2 )T , π = (1, 1)T , γ2 = 8

5.1. s = 4, u = ( 1
2 , 1)T , λ = 1, t = 2, I = (2, 4), B−1 =

[
1
2 −1
0 1

]
, x = ( 7

2 , 2)T ,

π = ( 1
2 , 1)T , γ5 = 7.

7.1. s = 3, u = ( 1
2 ,−1)T , λ = 1, t = 1, I = (3, 4), B−1 =

[
1 0
0 1

]
, x = (3, 2)T ,

π = (1, 2)T , γ7 = 7. Òàê ÿê x öýëû i γ7 > R, òî ìÿíÿåì ðýêîðä i
ðýêîðäíàå ðàøýííå: R = 7, xR = (3, 2)T .

6.1. s = −4, u = (− 1
2 ,−1)T . Òàê ÿê óñå êàìïàíåíòû âåêòàðà u íåäàäàòíûÿ,

òî çàäà÷à ËÏ íå ìàå äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó.

Ïàêîëüêi áîëüø íÿìà íÿâûðàøàíûõ ïàäçàäà÷, òî ðýêîðäíàå ðàøýííå
xR = (3, 2)T ç'ÿ�óëÿåööà àïòûìàëüíûì. 2

Ó çàêëþ÷ýííå ïðààíàëiçóåì õîä ðàøýííÿ ïðûêëàäà 5.3.1 ìåòàäàì ãàëií
i ìåæà�ó, ïðû �óìîâå, øòî ñïà÷àòêó ïàâiííà ðàøàööà òàÿ ïàäçàäà÷à, ó ÿêîé
ïàñëÿ àäíîé iòýðàöûi äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà óáûâàííå ôóíêöûi ìýòû
ìiíiìàëüíàå. Ìû ñïà÷àòêó âûðàøûëi á ïàäçàäà÷ó 2 i àòðûìàëi á ðýêîðä
R = 7. Òàê ÿê γ1 = 7, òî ïàäçàäà÷à 1 áûëà á àäñåÿíà àäðàçó.

5.4 Ìåòàä àäñÿ÷ýííÿ�ó. Öýëàëiêàâû àëãàðûòì

Ãîìàðû

Öýëàëiêàâû àëãàðûòì Ãîìàðû, ÿêi ìû çáiðàåìñÿ ðàçãëÿäàöü ó ãýòûì ïàðà-
ãðàôå ìîæíà ëi÷ûöü àáàãóëüíåííåì äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà �ó ïðûìÿíåí-
íi äà çàäà÷û

max{cTx : Ax ≤ b , x ∈ Zn}, (5.4.10)

äçå c ∈ Zn, b ∈ Zm, A ∈Mm,n(Z). Àñíî�óíûÿ àäðîçíåííi öýëàëiêàâàãà ìåòàäà
Ãîìàðû àä äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà �ó íàñòóïíûì:
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• àäñÿ÷ýííå áÿãó÷àé êðîïêi x(i) ìîæíà âûêàíàöü íå òîëüêi ãiïåðïëîñ-
êàñöþ, ÿêàÿ �óâàõîäçiöü ó àáìåæàâàííi çàäà÷û, à òàêñàìà ëþáîé ií-
øàé ãiïåðïëîñêàñöþ ax = β, ÿêàÿ àääçÿëÿå êðîïêó x(i) i ìíîñòâà
äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó çàäà÷û ÖËÏ: ax(i) > β, ax ≤ β äëÿ �óñiõ
x ∈ P≤(A, b) ∩ Zn;

• óñå áàçiñíûÿ ìàòðûöû ç'ÿ�óëÿþööà �óíiìàäóëÿðíûìi, ã. çí. iõ äýòýðìi-
íàíòû ðî�óíû ±1.

5.4.1 Àïiñàííå àëãàðûòìà

Íÿõàé B ∈Mn,n(Z), detB = ±1, i âåêòàð x ∈ Zn, òàêiÿ, øòî

(à) �óñå öýëàëiêàâûÿ äàïóø÷àëüíûÿ ðàøýííi çàäà÷û (5.4.10) çàäàâàëüíÿ-
þöü íÿðî�óíàñöÿì Bx ≤ Bx;

(á) x ç'ÿ�óëÿåööà ääáð íàñòóïíàé ðýëàêñàöûéíàé çàäà÷û ËÏ

max{cTx : Ax ≤ b , Bx ≤ Bx}.

Êàëi Ax ≤ b, òî x � àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û ÖËÏ (5.4.10). Iíàêø
êðîïêà x íå çàäàâàëüíÿå íåéêàé íÿðî�óíàñöi s, ã. çí. Asx > bs. Çðîáiì çàìåíó

çìåííûõ y
def= B(x−x), öi x = B−1y+x. Òàê ÿê Bx ≤ Bx, òî y ≤ 0. Ó íîâûõ

çìåííûõ íÿðî�óíàñöü Asx ≤ bs ïðûìå âûãëÿä AsB−1y ≤ bs − Asx. Óâÿäçåì
àáàçíà÷ýííi uT = AsB

−1, β
def= bs − Asx i çàïiøàì ãýòóþ íÿðî�óíàñöü ó

âûãëÿäçå uT y ≤ β. Çàçíà÷ûì, øòî β < 0. Íÿõàé p > 0. Òàäû

ui = p

⌈
ui
p

⌉
− ri , äçå 0 ≤ ri < p , i = 1, . . . , n .

Òàêñàìà β ìîæíà ïðàäñòàâiöü ó âûãëÿäçå

β = p

⌊
β

p

⌋
+ q , 0 ≤ q < p .

Öÿïåð íÿðî�óíàñöü uT y ≤ β ìîæíà ïåðàïicàöü íàñòóïíûì ÷ûíàì

n∑
i=1

(
p

⌈
ui
p

⌉
− ri

)
yi ≤ p

⌊
β

p

⌋
+ q ,

öi ïàñëÿ ïåðàãðóïî�óêi

−
n∑
i=1

riyi ≤ q + p

(⌊
β

p

⌋
−

n∑
i=1

⌈
ui
p

⌉
yi

)
. (5.4.11)

Àáàçíà÷ûì âûðàç, ÿêi ñòàiöü ó êðóãëûõ ñêîáêàõ ó ïðàâàé ÷àñòöû (5.4.11),
ïðàç γ. Äàêàæàì, øòî γ ≥ 0. Êàëi ãýòà íå òàê, òî ç óëiêàì òàãî, øòî γ �
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öýëû ëiê, γ ≤ −1. Òàê ÿê yi ≤ 0 i ri ≥ 0 (i = 1 . . . , n), òî çëåâà �ó (5.4.11)
ñòàiöü íåàäìî�óíû ëiê. Àäêóëü ìàåì

0 ≤ q + pγ ≤ q − p < 0 .

Àòðûìàíàÿ ñóïÿðý÷íàñöü äàêàçâàå, øòî γ ≥ 0, öi

n∑
i=1

⌈
ui
p

⌉
yi ≤

⌊
β

p

⌋
. (5.4.12)

Êàëi �óâÿäçåì àáàçíà÷ýííi

v
def=
(⌈

u1

p

⌉
, . . . ,

⌈
un
p

⌉)T
, α

def=
⌊
β

p

⌋
,

òî (5.4.12) çàïiøàì ó âåêòàðíûì âûãëÿäçå vT y ≤ α. Êàëi âåðíåìñÿ äà çû-
õîäíûõ çìåííûõ x, òî àòðûìàåì íÿðî�óíàñöü

vTBx ≤ α+ vTBx . (5.4.13)

Òàê ÿê α < 0, òî x íå çàäàâàëüíÿå íÿðî�óíàñöi (5.4.13). Çíà÷ûöü äëÿ ëþáîãà
p > 0 íÿðî�óíàñöü (5.4.13) çàäàå àäñÿ÷ýííå äëÿ êðîïêi x.

Âûáàðàì p (ãë. òýàðýìó 5.4.1 íiæýé) ìû ãàðàíòóåì, øòî

• âÿäó÷û ýëåìåíò vt = 1 i òàìó ïàñëÿ âûêàíàííÿ àäíîé iòýðàöûi äâîéíà-
ãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà áàçicíàÿ ìàòðûöà áóäçå çàñòàâàööà �óíiìàäóëÿðíàé;

• (A(B))t
lex
� (A(B))j/vj äëÿ �óñiõ j, òàêiõ, øòî vj > 0.

Àáàçíà÷ûì ïðàç B ìàòðûöó, ÿêàÿ àòðûìëiâàåööà ç ìàòðûöû B çàìåíàé
ðàäêà Bt íà ðàäîê vTB. Òàê ÿê BB−1 = I(t, v), òî ÿå äýòýðìiíàíò ðî�óíû
vt = 1. Öÿïåð ç ðî�óíàñöi

1 = det I(t, v) = detBB−1 = detB · detB−1

ìàåì, øòî detB = detB = ±1. Ç ðî�óíàñöi B = I(t, v)B âûíiêàå, øòî B
−1

=
B−1I(t, v)−1. À ç ðî�óíàñöi B(x − x) = α et àòðûìëiâàåì x = α(B

−1
)t + x

íîâàå öýëàëiêàâàå ääáð.
Äýòàë�åâàå àïiñàííå àëãàðûòìà ïðûâåäçåíà íà ìàë. 5.5.

Ïðûêëàä 5.4.1 Òðýáà âûðàøûöü íàñòóïíóþ çàäà÷ó

x1 + 2x2 → max
3x1 + 2x2 ≤ 6 ,
−3x1 + 2x2 ≤ 0 ,

0 ≤ x1 ≤ 2
0 ≤ x2 ≤ 2

x1 , x2 � öýëûÿ
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cutting(c, A, b, B−1, x)
{
πT := cTB−1;
for (; s := separate(x)) 6= 0; ) {
uT := AsB

−1; // uT �åñöü As çàïiñàíû �ó áàçiñå B
if (u ≤ 0) return; // íÿìà äàïóø÷àëüíûõ ðàøýííÿ�ó
t := arg lexmin{(A(B))j : j ∈ Nn , uj > 0}; λ := πt;
for (j ∈ {i ∈ Nn : uj > 0})

µj := max{µ : A(B)t
lex
� A(B)j/µ};

p := max
j:uj>0

uj/µj ; v :=
⌈
u

p

⌉
; α :=

⌊
bs −Asx

p

⌋
;

B−1 := B−1I(t, v)−1;
π := π − λv; πt := λ; // çíàõîäçiì πT = cTB−1

x := x+ α(B−1)t;
}

}

Ðèñ. 5.5: Öýëàëiêàâû àëãàðûòì Ãîìàðû

Ïà÷ûíàåì ðàøýííå ç íàñòóïíûõ ääáð i àäâàðîòíàé áàçiñíàé ìàòðûöû:

B−1 =
[

1 0
0 1

]
, x(0) =

(
2
2

)
, π(0) =

(
1
2

)
.

Íiæýé ìû ïðûâîäçiì iòýðàöûi ìåòàäà (ãë. òàêñàìà ìàë. 5.4.1).

1. s = 1, u = (3, 2)T , β = −4, t = 1, p = 3; v = (1, 1)T , α = b−4/3c = −2,

B−1 =
[

1−1
0 1

]
, x(1) =

(
0
2

)
, π(1) =

(
1
1

)
.

2. s = 2, u = (−3, 5)T , β = −4, t = 2, p = 5; v = (0, 1)T , α = b−4/5c = −1,

B−1 =
[

1−1
0 1

]
, x(2) =

(
1
1

)
, π(2) =

(
1
1

)
.

Òàê ÿê êðîïêà x(2) çàäàâàëüíÿå �óñiì àáìåæàâàííÿì çàäà÷û, òî ÿíà ç'ÿ�óëÿåööà
ÿå àïòûìàëüíûì ðàøýííåì. 2
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Ðèñ. 5.6: Iëþñòðàöûÿ äà ïðûêëàäà 5.4.1

5.4.2 Êîíöàñöü ìåòàäà

Òýàðýìà 5.4.1 Íÿõàé ó ïà÷àòêó öýëàëiêàâàãà àëãàðûòìà Ãîìàðû �óñå ñëóï-
êi ìàòðûöû

A(B) def=
[
cT

A

]
B−1

ëåêñiêàãðàôi÷íà äàäàòíûÿ. Òàäû ìåòàä ñïûíÿåööà ïàñëÿ êîíöàé êîëüêàñöi
iòýðàöûé, êàëi êàðûñòàööà íàñòóïíûìi ïðàâiëàìi ïàðàäæýííÿ àäñÿ÷ýííÿ�ó
i âûêàíàííÿ çàìÿø÷ýííÿ ðàäêî�ó áàçiñà:

(a) s = min{i : Aix > bi}.

(b) t = arg lexmin
{

(A(B))j : j ∈ Nn , uj > 0
}
.

(c) Äëÿ êîæíàãà j, òàêîãà, øòî uj > 0, íÿõàé µj � íàéáîëüøû öýëû

ëiê, òàêi, øòî A(B)t
lex
� A(B)j/µj. Âûáðàöü p = maxj:uj>0 uj/µj.

Äîêàç. Òàê ÿê ìû âûêàðûñòî�óâàåì ëåêñiêàãðàôi÷íû âàðûÿíò äâîéíàãà
ñiìïëåêñ-ìåòàäà, òî ïà òýàðýìå 2.2.3 íà ïðàöÿãó âûêàííÿ àëãàðûòìà âåêòàð
íåâÿçàê r(x), äçå r0(x) = −cTx i ri(x) = bi − Aix (i = 1, . . . ,m), ñòðîãà
ëåêñiêàãðàôi÷íà �óçðàñòàå. Ïà ïðàâiëó (a), ïàêóëü r1(x) < 0, àëãàðûòì áóäóå
àäñÿ÷ýííi ïà ïåðøàé íÿðî�óíàñöi (s = 1). Òàê ÿê êîæíàÿ ç ãýòûõ iòýðàöûé
ïàâÿëi÷âàå r1(x) íà öýëû ëiê, òî êîëüêàñöü òàêiõ iòýðàöûé êîíöàÿ. Ïàñëÿ
òàãî ÿê íåâÿçêà r1(x) ñòàíå íåàäìî�óíàé, ÿíà áóäçå çàñòàâàööà íåàäìî�óíàé i
íà �óñiõ íàñòóïíûõ iòýðàöûÿõ (iíàêø íà àäíîé ç iòýðàöûé âåêòàð r(x) ïàâiíåí
ëåêñiêàãðàôi÷íà ïàìåíøûööà, øòî íåìàã÷ûìà). Àíàëàãi÷íûÿ ðàçâàæàííi
ìîæíà ïðàâåñöi i äëÿ äðóãîé, òðýöÿé i ã. ä. êàìïàíåíò âåêòàðà r(x). Òàêiì
÷ûíàì, ïàñëÿ êîíöàé êîëüêàñöi iòýðàöûé âåêòàð íåâÿçàê ñòàíå íåàäìî�óíûì
i ìû àòðûìàåì äàïóø÷àëüíàå ääáð. 2



162 Ãëàâà 5. ÖýëàëIêàâàå ïðàãðàìàâàííå

5.5 Ïà�óàçíà÷àíàå ïðàãðàìàâàííå �ó êàìáiíàòîð-

íàé àïòûìiçàöûi

Äà íÿäà�óíÿãà ÷àñó äàïóø÷àëüíû àáñÿã êàìáiíàòîðíàé àïòûìiçàöûéíàé çà-
äà÷û çàäàâàëi âûêëþ÷íà ñiñòýìàé ëiíåéíûõ íÿðî�óíàñöåé. Âûêàðûñòàííå
êâàäðàòû÷íûõ àáìåæàâàííÿ�ó (i àáìåæàâàííÿ�ó áîëüø âûñîêiõ ïàðàäêà�ó)
ñòðûìëiâàëàñÿ òûì, øòî äàãýòóëü àìàëü íi÷îãà íåâÿäîìà àá ðàøýííi ciñòýì
êâàäðàòû÷íûõ óðà�óíåííÿ�ó i íÿðî�óíàñöåé. Iñòîòíû ïðàðû�ó ó íàïðàìêó âû-
êàðûñòàííÿ êâàäðàòû÷íûõ àáìåæàâàííÿ�ó çâÿçàíû ç òýîðûÿé ïà�óàçíà÷àíàãà
ïðàãðàìàâàííÿ. Ñiñòýìàòû÷íûÿ äàñëåäàâàííi ïà ïðûìÿíåííþ ïà�óàçíà÷àíàãà
ïðàãðàìàâàííÿ �ó êàìáiíàòîðíàé àïòûìiçàöûi òîëüêi øòî ïà÷àëiñÿ, àëå �óæî
çàðàç ïðàãëÿäâàþööà âÿëiêiÿ ïåðñïåêòûâû äàäçåíàãà ïàäûõîäó.

5.5.1 Óñòîéëiâûÿ ìíîñòâû ãðàôà�ó

Íÿõàé G = (V,E) �åñöü ãðàô1 ç ìíîñòâàì âÿðøûíü V . Êîæíàé âÿðøûíi
i ∈ V ïðûïiñàíû êîøò ci. Ïàäìíîñòâà S ïàïàðíà íå çìåæíûõ âÿðøûíü íà-
çûâàåööà �óñòîéëiâûì. Ó çàäà÷û àá óïàêî�óöû âÿðøûíü ãðàôà òðýáà çíàéñöi
�óñòîéëiâàå ìíîñòâà ç ìàêñiìàëüíûì ñóìàðíûì êîøòàì ÿãî âÿðøûíü.

Äà çàäà÷û àá �óïàêî�óöû âÿðøûíü ãðàôà ìîæíà çâåñöi àãóëüíóþ çàäà÷ó
àá óïàêî�óöû

max{cTx : Ax ≤ e, x ∈ Zn+} , (5.5.14)

äçå c ∈ Rn, A ∈Mm,n({0, 1}). Ãðàô ïåðàñÿ÷ýííÿ�ó GA ìàòðûöû A àçíà÷àåööà
íà ìíîñòâå âÿðøûíü V = Nn i ìàå íàñòóïíàå ìíîñòâà ðýáðà�ó:

EA
def= {(i, j) ∈ Nn : (Ai)TAj 6= 0} .

Íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî äàïóø÷àëüíûìi ðàøýííÿìi çàäà÷û (5.5.14) ç'ÿ�óëÿþööà
õàðàêòàðûñòû÷íûÿ âåêòàðû �óñòîéëiâûõ ìíîñòâà�ó ãðàôà GA. Òàêñàìà çðà-
çóìåëà, øòî �óñòîéëiâàìó ìíîñòâó ç ìàêñiìàëüíûì êîøòàì âÿðøûíü àäïà-
âÿäàå àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (5.5.14).

Ó äàëåéøûì äëÿ ïðàñòûòû áóäçåì ëi÷ûöü, øòî V = Nn. Ñôàðìóëþåì
çàäà÷ó àá �óïàêî�óöû âÿðøûíü ãðàôà ÿê çàäà÷ó êâàäðàòû÷íàãà ïðàãðàìà-
âàííÿ:

ω(c,G) def= max cTx
x2
i = xi , i = 1, . . . , n ,

xixj = 0 , (i, j) ∈ E .
(5.5.15)

Íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî äàïóø÷àëüíûìi ðàøýííÿìi çàäà÷û (5.5.15) ç'ÿ�óëÿþööà
òîëüêi õàðàêòàðûñòû÷íûÿ âåêòàðû �óñòîéëiâûõ ìíîñòâà�ó. Êàíêðýòûçóåì çà-
äà÷ó ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ (1.3.26) ó äà÷ûíåííi äà çàäà÷û (5.5.15).

1 Íàãàäàåì, øòî ïàðàG = (V, E) íàçûâàåööà ãðàôàì, êàëi V êîíöàå ìíîñòâà, ýëåìåíòû
ÿêîãà íàçûâàþööà âÿðøûíÿìi, à E �åñöü ìíîñòâà íå�óïàðàäêàâàíûõ ïàð ðîçíûõ âÿðøûíü ç
V . Ýëåìåíòû ìíîñòâà E íàçûâàþööà ðýáðàìi. Êàëi (v, w) ∈ E, òî âÿðøûíi v i w çìåæíûÿ,
à ðàáðî (v, w)) iíöûäýíòíà âÿðøûíÿì v i w.
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Ïàêîëüêi àáìåæàâàííþ x2
i − xi = 0 àäïàâÿäàå ìàòðûöà

Ai =
[

0 1
2e
T
i

1
2

ei ei eTi

]
,

äçå ei ∈ Rn �åñöü i-û àäçiíêàâû îðò, òî

0 =
(
Ai, P

)
= pii −

1
2
p0i −

1
2
pi0

Àáìåæàâàííþ xixj = 0 àäïàâÿäàå ìàòðûöà

Aij =
[

0 0
0 1

2

(
ei eTj + ej eTi

) ] ,
òàìó

0 =
(
Aij , P

)
=

1
2

(pij + pji) .

Öÿïåð ìû ìîæàì çàïiñàöü çàäà÷ó (1.3.26) íàñòóïíûì ÷ûíàì:

γ(c,G) def= max
∑n
i=1 cip0i

p00 = 1,
pii = p0i , i = 1, . . . , n,
pij = 0, (i, j) ∈ E,
P ∈ SMn+1

+ .

(5.5.16)

Íàãàäàåì, øòî, çãîäíà òýàðýìå 1.2.1 i òýàðýìå äâîéíàñöi 1.3.2, ëiê γ(c,G)
ç'ÿ�óëÿåööà âåðõíÿé ìÿæîé äëÿ àïòûìàëüíàãà çíà÷ýííÿ ω(c,G) çàäà÷û (5.5.15)
àá óïàêî�óöû âÿðøûíü ãðàôà G.

Êàëi ìàòðûöà P �åñöü äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (5.5.16), òî ïðû

àáàçíà÷ýííÿõ xi
def= pii = p0i = pi0 ÿíà ìàå âûãëÿä:

P =


1 x1 x2 · · · xn
x1 x1 p12 · · · p1n

x2 p21 x2 · · · p2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn pn1 pn2 · · · xn

 .
Ó äàëåéøûì âåêòàð (p01, . . . , p0n) ìû áóäçåì àáàçíà÷àöü ïðàç x(P ).

Ïàäãðàôàì ãðàôà G, ïàðîäæàíûì ïàäìíîñòâàì âÿðøûíü S ⊆ V , íàçû-
âàåööà ãðàô G(S) = (S,E(S)), äçå E(S) = {(i, j) ∈ E : i, j ∈ S}. Ãðàô
íàçûâàåööà ïî�óíûì, êàëi �óñå ÿãî âÿðøûíi ïàïàðíà çìåæíûÿ. Ïàäìíîñòâà
âÿðøûíü C ãðàôà G íàçûâàåööà êëiêàé, êàëi G(C) ïî�óíû ãðàô. Øìàòãðàí-
íiê

PC(G) def= {x ∈ Rn
+ :

∑
i∈C xi ≤ 1

äëÿ ëþáîé êëiêi C ãðàôà G}
íàçûâàåööà êëiêàâûì øìàòãðàííiêàì ãðàôàG. Íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî
õàðàêòàðûñòû÷íûÿ âåêòàðû �óñòîéëiâûõ ìíîñòâà�ó íàëåæàöü PC(G). Íàâàò
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áîëüø òàãî, ÿíû ç'ÿ�óëÿþööà ÿãî âÿðøûíÿìi.Øêàäà, àëå øìàòãðàííiê PC(G)
ìîæà ìåöü i äðîáíûÿ âÿðøûíi. Íàïðûêëàä, êàëiG �åñöü öûêë íà 5-öi âÿðøû-
íÿõ (ã. çí. E = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 1)}), êðîïêà x = (1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2)
ç'ÿ�óëÿåööà âÿðøûíÿé êëiêàâàãà øìàòãðàííiêà.

Àçíà÷ûì ìíîñòâà

PD(G) def= {x(P ) : P � äàïóø÷àëüíàå

ðàøýííå çàäà÷û (5.5.16)}

Íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî PD(G) � âûïóêëàå ìíîñòâà. Âûïóêëóþ àáà-
ëîíêó õàðàêòàðûñòû÷íûõ âåêòàðà�ó óñòîéëiâûõ ìíîñòâà�ó àáàçíà÷ûì ïðàç
PST (G).

Òýàðýìà 5.5.1 Ìàþöü ìåñöà �óëó÷ýííi PST (G) ⊆ PD(G) ⊆ PC(G).

Äîêàç. Ïåðøàå �óëó÷ýííå äàêàæàì àä àäâàðîòíàãà. Äàïóñöiì, øòî I �
óñòîéëiâàå ìíîñòâà i χI 6∈ PD(G). Ïà òýàðýìå àá àäàñîáëåíàñöi âûïóêëûõ
ìíîñòâà�ó Ó.3.4 iñíóå ∈ Rn, øòî TχI > cTx äëÿ �óñiõ x ∈ PD(G). Àëå
àïîøíÿå ñóïÿðý÷ûöü òàìó, øòî ω(c,G) ≤ γ(c,G).

Äðóãîå �óëó÷ýííå ïðàâÿðàåööà ÿø÷ý ïðàñöåé. Íÿõàé i ∈ V , C ⊆ V �åñöü
êëiêà �ó ãðàôå G i íÿõàé P ∈ SMn+1

+ �åñöü äàïóø÷àëüíàå ðàøýííå çàäà÷û
(5.5.16). Ïàêîëüêi ìàòðûöà P íåàäìî�óíà àçíà÷àíà, òî ìû ìàåì

xi = (0, eTi )P
(

0
ei

)
≥ 0,

1−
∑
i∈C

xi =
(
1,−(χC)T

)
P

(
1
−χC)

)
≥ 0 .

2

Äàñêàíàëûÿ ãðàôû

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû áóäçåì ðàçãëÿäàöü òàêiÿ ãðàôû, äëÿ ÿêiõ óñå �óëó÷ýííi
ç ëåìû 5.5.1 âûêîíâàþööà ÿê ðî�óíàñöi. Ó ãýòûì âûïàäêó ìû çìîæàì ïàáó-
äàâàöü ýôåêòû�óíû àëãàðûòì äëÿ ðàøýííÿ çàäà÷û àá óïàêî�óöû âÿðøûíü
ãðàôà.

Õðàìàòû÷íûì ëiêàì ãðàôà G (àáàçíà÷àåì ïðàç ν(G)) íàçûâàåööà ìiíi-
ìàëüíàÿ êîëüêàñöü êîëåðà�ó, íåàáõîäíûõ äëÿ àôàðáî�óêi ÿãî âÿðøûíü, ïðû
�óìîâå, øòî çìåæíûÿ âÿðøûíi ïàâiííû ìåöü ðîçíûÿ êîëåðû. Àáàçíà÷ûì
ìîö ìàêñiìàëüíàé (ïà êîëüêàñöi âÿðøûíü) êëiêi ãðàôà G ïðàç α(G). Çðà-
çóìåëà, øòî ν(G) ≥ α(G). Ãðàô G íàçûâàåööà äàñêàíàëûì, êàëi ν(G(S)) =
α(G(S)) äëÿ ëþáîãà ïàäìíîñòâà S ÿãî âÿðøûíü.

Òýàðýìà 5.5.2 Ãðàô G äàñêàíàëû òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi øìàòãðàííiê
PC(G) öýëàëiêàâû.
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StableSet(c,G)
{
çíàõîäçiì àïòûìàëüíàå ðàøýííå P ∗ çàäà÷û (5.5.16);
x∗ = x(P ∗); S = {i : x∗i = 1};
if (x∗ ∈ Zn) return S;
else {
âûáiðàåì äðîáíóþ êàìïàíåíòó x∗i ; S := S ∪ {i};
J := S ∪ {j ∈ V : iñíóå i ∈ S, øòî (i, j) ∈ E};
return S ∪ StableSet(c,G(V \ J));

}
}

Ðèñ. 5.7: Àëãàðûòì äëÿ âûðàøýííÿ çàäà÷û àá óïàêî�óöû âÿðøûíü äàñêà-
íàëàãà ãðàôà

Äîêàç òýàðýìû çàöiêà�óëåíû ÷ûòà÷ ìîæà çíàéñöi �ó [6]. 2

Ïàêàæàì, ÿê ìîæíà âûðàøûöü çàäà÷ó àá óïàêî�óöû âÿðøûíü äëÿ äàñ-
êàíàëàãà ãðàôà G. Ç òýàðýì 5.5.1 i 5.5.2 âûíiêàå, øòî PST (G) = PD(G).
Òàìó ïà òýàðýìå 1.2.1 ìàå ìåñöà ðî�óíàñöü ω(c,G) = γ(c,G). Íÿõàé P ∗ �
àïòûìàëüíàå ðàøýííå çàäà÷û (5.5.16), à x∗ = x(P ∗). Òàê ÿê ïà ëåìå 5.5.1
êðîïêà x∗ íàëåæûöü PC(G), òî iñíóå ìíîñòâà âÿðøûíü x1, . . . , xk (k ≤ n)
øìàòãðàííiêà PC(G), øòî

x∗ =
k∑
i=1

λix
i

äëÿ íåéêiõ äàäàòíûõ ëiêà�ó λi, òàêiõ, øòî
∑k
i=1 λi = 1. Íÿöÿæêà ïåðàêàíàö-

öà �ó ñïðàâÿäëiâàñöi íàñòóïíûõ óëàñöiâàñöåé:

• xi ç'ÿ�óëÿåööà õàðàêòàðûñòû÷íûì âåêòàðàì àïòûìàëüíàãà �óñòîéëiâàãà
ìíîñòâà (i = 1, . . . , k);

• êàëi x∗i > 0, òî iñíóå àïòûìàëüíàå �óñòîéëiâàå ìíîñòâà I, øòî i ∪ {j ∈
Nn : x∗j = 1} ⊆ I;

Ç ãýòûõ óëàñöiâàñöåé àäðàçó âûíiêàå àëãàðûòì (ãë. ìàë. 5.7) äëÿ âûðà-
øýííÿ çàäà÷û àá óïàêî�óöû âÿðøûíü äàñêàíàëàãà ãðàôà.

5.5.2 Ìàêñiìàëüíûÿ ðàçðýçû

Äàäçåí ïî�óíû ãðàô G íà ìíîñòâå âÿðøûíü V = Nn i ñiìåòðû÷íàÿ ìàòðûöà
W ∈ SMn, ýëåìåíò wij ≥ 0 ÿêîé �åñöü âàãà ðàáðà (i, j). Ðàçðýç �åñöü ðàáiåííå

(S, S) ìíîñòâà âÿðøûíü V , à ÿãî âåëi÷ûíÿ w(S) def=
∑
i∈S, j∈S wij . Çàäà÷ó àá

ìàêñiìàëüíûì ðàçðýçå, ó ÿêîé òðýáà çíàéñöi ðàçðýç ìàêñiìàëüíàé âåëi÷û-
íi, ìîæíà ñôàðìóëÿâàöü ÿê íàñòóïíóþ çàäà÷ó öýëàëiêàâàãà êâàäðàòû÷íàãà
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ïðàãðàìàâàííÿ:

ZMC = max
1
2

n∑
j=1

j−1∑
i=1

wij(1− xixj)

x2
i = 1, i = 1, . . . , n.

(5.5.17)

Êàá ïåðàêàíàööà �ó ãýòûì, çàçíà÷ûì, øòî ëþáû âåêòàð x ç êàìïàíåíòàìi

−1, 1 àçíà÷àå ìíîñòâà S
def= {i : xi = 1}, ÿêîìó àäïàâÿäàå ðàçðýç âåëi÷ûíi

w(S) =
1
2

n∑
j=1

j−1∑
i=1

wij(1− xixj) .

Ðýëàêñàöûéíàÿ çàäà÷à

Çàäà÷à àá ìàêñiìàëüíûì ðàçðýçå ç'ÿ�óëÿåööà NP-öÿæêàé2. Ãýòà çíà÷ûöü,
øòî, õóò÷ýé çà �óñ�å, äëÿ ÿå ðàøýííÿ íå iñíóå ïàëiíàìiÿëüíàãà àëãàðûòìà.
Òàìó ìýòàçãîäíà ïàñïðàáàâàöü âûðàøûöü ÿå ïðûáëiçíà. Ðàçãëåäçiì íàñòóï-
íóþ ðýëàêñàöûþ çàäà÷û (5.5.17). Ìû ìîæàì iíòýðïðýòàâàöü xi ∈ {−1, 1} ÿê
àäíàìåðíû âåêòàð àäçiíêàâàé íîðìû. Çàìåíiì xi âåêòàðàì vi ∈ Rn àäçií-
êàâàé íîðìû i àòðûìàåì çàäà÷ó:

ZP = max
1
2

n∑
j=1

j−1∑
i=1

wij
(
1− (vi)T vj

)
vi ∈ Sn, i = 1, . . . , n.

(5.5.18)

äçå Sn
def= {v ∈ Rn : ‖v‖ = 1} �åñöü àäçiíêàâàÿ ñôåðà �ó Rn. Âiäàâî÷íà, øòî

ZP ≥ ZMC .
Ïàêàæàì ÿê ìîæíà âûðàøûöü çàäà÷ó (5.5.18). Ïà ìíîñòâó âåêòàðà�ó

v1, . . . , vn ∈ Rn ìû ìîæàì àçíà÷ûöü ìàòðûöó Ãðàìà Y = [yij ] ∈ SMn
+

ïà ïðàâiëó: yij = (vi)T vj . Çàçíà÷ûì, øòî yii = ‖vi‖2. Íààäâàðîò, êàëi
Y ∈ SMn

+, òî Y = BTB �åñöü ìàòðûöà Ãðàìà äëÿ âåêòàðà�ó v1, . . . , vn, ÿêiÿ
ç'ÿ�óëÿþööà ñëóïêàìi ìàòðûöû B ∈Mn,n(R). Âûêàðûñòî�óâàþ÷û ãýòó ýêâi-
âàëåíòíàñöü, ìû ìîæàì côàðìóëÿâàöü çàäà÷ó (5.5.18) ÿê íàñòóïíóþ çàäà÷ó
ïà�óàçíà÷àíàãà ïðàãðàìàâàííÿ:

ZP = max
1
2

n∑
j=1

j−1∑
i=1

wij(1− yij)

yii = 1, i = 1, . . . , n,
Y ∈ SMn

+ .

(5.5.19)

Çàäà÷ó (5.5.19) ìîæíà âûðàøûöü ç äàêëàäíàñöþ ε > 0 çà ÷àñ ïàëiíàìiÿëüíû
ïà n i log 1

ε . Ãýòà ìîæíà çðàáiöü, íàïðûêëàä, ìåòàäàì áàð'åðà�ó. Çà�óâàæûì,
øòî I ∈ rint D, äçåD � äàïóø÷àëüíû àáñÿã çàäà÷û (5.5.19), i sym(I,D) = 1.

2 Iíôàðìàöûþ àá NP-öÿæêiõ çàäà÷àõ ÷ûòà÷ ìîæà çíàéñöi �ó [3] i [6].
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Ïðûáëiçíû iìàâåðíû àëãàðûòì

Öÿïåð ìû ìîæàì àïiñàöü âåëüìi ïðîñòû iìàâåðíû àëãàðûòì äëÿ ïðûáëiç-
íàãà âûðàøýííÿ çàäà÷û àá ìàêñiìàëüíûì ðàçðýçå.

Àëãàðûòì MAXCUT.

1. Äëÿ ε > 0, çíàõîäçiì ε-àïòûìàëüíàå ðàøýííå Ỹ çàäà÷û (5.5.19).

2. Âûêàðûñòî�óâàþ÷û íÿïî�óíóþ ôàêòàðûçàöûþ Õàëåñêàãà, âûëi÷âàåì
ðàñêëàä Ỹ = BTB i àòðûìëiâàåì âåêòàðû v1, . . . , vn, äëÿ ÿêiõ âû-
êîíâàåööà íÿðî�óíàñöü

1
2

n∑
j=1

j−1∑
i=1

wij
(
1− (vi)T vj

)
≥ ZP − ε . (5.5.20)

3. Áóäóåì âåêòàð a ∈ Rn, êààðäûíàòû a1, . . . , an ÿêîãà ç'ÿ�óëÿþööà íåçà-
ëåæíûìi íàðìàëüíûìi âûïàäêîâûìi âåëi÷ûíÿìi. Áóäóåì ìíîñòâà S =
{i : aT vi ≥ 0}. Iíøûìi ñëîâàìi, ìû âûáiðàåì âûïàäêîâóþ ãiïåðïëîñ-
êàñöü H(a, 0), ÿêàÿ ïðàõîäçiöü ïðàç ïà÷àòàê êààðäûíàò, i äà ìíîñòâà
S àäíîñiì íóìàðû òûõ âåêòàðà�ó vi, ÿêiÿ ëÿæàöü âûøýé ãýòàé ãiïåð-
ïëîñêàñöi.

Íàì çàñòàëîñÿ àöàíiöü äàêëàäíàñöü ïðàäñòà�óëåíàãà àëãàðûòìà.

Ëåìà 5.5.1 Äëÿ −1 ≤ y ≤ 1 âûêîíâàåööà íÿðî�óíàñöü

1
π

arccos y ≥ α · 1
2

(1− y) , (5.5.21)

äçå

α = min
0≤θ≤π

2θ
π(1− cos θ)

> 0.87856. (5.5.22)

Äîêàç. Íÿðî�óíàñöü (5.5.21) âiäàâî÷íà, òàê ÿê ïàñëÿ çàìåíû y = cos θ
ìàåì

α ≤ 2θ
π(1− cosθ)

.

Íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî çíà÷ýííå α äàñÿãàåööà, êàëi θ �åñöü íåíóëÿâû
êîðàíü óðà�óíåííÿ cos θ+ θ sin θ = 1. Íåïàñðýäíûìi âûëi÷ýííÿìi ìîæíà ïðà-
âåðûöü, øòî α > 0.87856. 2

Òýàðýìà 5.5.3 Äëÿ ε > 0 ìàå ìåñöà íàñòóïíàÿ àöýíêà äëÿ ìàòýìàòû÷-
íàãà ÷àêàííÿ E(W ) âåëi÷ûíi w(S) ðàçðýçà (S, S), ïàáóäàâàíàãà àëãàðûòìàì
MAXCUT,

E(W ) ≥ α(ZMC − ε) ≥ (α− ε)ZMC ,

äçå α àçíà÷àåööà ïà ôîðìóëå (5.5.22).
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Äîêàç. Iìàâåðíàñöü òàãî, øòî âûïàäêîâàÿ ãiïåðïëîñêàñöü H(a, 0) ïàäçÿ-
ëÿå äâà âåêòàðû vi i vj ïðàìà ïðàïàðöûÿíàëüíà âóãëó θ = arccos((vi)T vj)
ïàìiæ iìi. Ïà ñiìåòðûi

Pr(sign (aT vi) 6= sign (aT vj)) = 2 Pr(aT vi ≥ 0, aT vj < 0).

Ïåðàñÿ÷ýííå ìíîñòâà {a : aT vi ≥ 0, aT vj < 0} ñà ñôåðàé óòâàðàå ñôåðû÷íû
âóãàë âåëi÷ûíi θ. Òàìó äà÷ûíåííå ìåðû ãýòàãà âóãëà äà ìåðû �óñ�åé ñôåðû
ðî�óíà θ

2π . Iíøûìi ñëîâàìi,

Pr(aT vi ≥ 0, aT vj < 0) =
θ

2π
,

öi

Pr(sign (aT vi) 6= sign (aT vj)) =
1
π

arccos((vi)T vj).

Öÿïåð ïà (5.5.20) i (5.5.21) àòðûìëiâàåì àöýíêó

E(W ) =
n∑
j=1

j−1∑
i=1

wij Pr(sign (aT vi) 6= sign (aT vj))

=
n∑
j=1

j−1∑
i=1

wij
1
π

arccos((vi)T vj)

≥ α

n∑
j=1

j−1∑
i=1

wij
(
1− (vi)T vj

)
≥ α(ZP − ε)
≥ α(ZMC − ε) ≥ (α− ε)ZMC .

2

Ó çàêëþ÷ýííå çàçíà÷ûì, øòî, âûêàðûñòî�óâàþ÷û ñòàíäàðòíóþ òýõíiêó
äýðàíäàìiçàöûi, ìîæíà ïàáóäàâàöü äýòýðìiíàâàíû àëãàðûòì, ÿêi äëÿ ëþ-
áîãà ε > 0 çà ïàëiíàìiÿëüíû ïà n i log 1

ε ÷àñ áóäóå ðàçðýç (S, S), äëÿ ÿêîãà
ñïðàâÿäëiâà àöýíêà

w(S) ≥ (α− ε)ZMC .

Àëå àïiñàííå òýõíiêi äýðàíäàìiçàöûi âûõîäçiöü çà ðàìêi äàäçåíàé êíiãi3.

5.6 Ïðàêòûêàâàííi

1. Íÿõàé A ∈ Mm,n(Z) i rankA = n. Äàêàæûöå, øòî äëÿ ëþáîãà b ∈ Zm

�óñå âÿðøûíi ïàëiýäðà P≤(A, b) öýëàëiêàâûÿ òàäû i òîëüêi òàäû, êàëi
�óñå ìiíîðû ìàòðûöû ïàðàäêó n ðî�óíû 0,±1.

3 ×ûòà÷, çàöiêà�óëåíû ãýòàé òýìàé, ìîæà çâÿðíóööà äà íàñòóïíàé ïóáëiêàöûi:
M.X.Goemans, D.P.Williamson. .878-Approximation algorithms for MAX CUT and MAX
2SAT. in: Proc 26th ACM Symposium on the Theory of Computing, 1994, pp. 422-431.
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2. Âûðàøûöå íàñòóïíûÿ çàäà÷û öýëàëiêàâûì àëãàðûòìàì Ãîìàðû.

4x1 + 5x2 + x3 → max
3x1 + 2x2 + ≤ 10 ,
x1 + 4x2 + ≤ 11 ,

3x1 + 3x2 + x3 ≤ 13 ,
0 ≤ x1 ≤ 4 ,
0 ≤ x2 ≤ 3 ,
0 ≤ x3 ≤ 5 .

10x1 + 14x2 + 21x3 → min
2x1 + 2x2 + 7x3 ≥ 14 ,
8x1 + 11x2 + 9x3 ≥ 12 ,
9x1 + 6x2 + 3x3 ≥ 10 ,

0 ≤ x1 ≤ 2 ,
0 ≤ x2 ≤ 2 ,
0 ≤ x3 ≤ 3 .

3x1 − x2 → max
3x1 − 2x2 ≤ 3 ,
−5x1 − 4x2 ≤ −10 ,

2x1 + x2 ≤ 5 ,
0 ≤ x1 ≤ 2 ,
0 ≤ x2 ≤ 3 .

3. Øìàòìåðíàé çàäà÷àé àá ðàíöû íàçûâàåööà çàäà÷à ÖËÏ, ó ÿêîé óñå
ïàðàìåòðû íåàäìî�óíûÿ öýëûÿ ëiêi. Ðàçãëåäçiì çàäà÷ó àá ðàíöû �ó
ñòàíäàðòíàé ôîðìå

max{cTx : Ax = b, x ∈ Zn+} , (5.6.23)

äçå A ∈Mm,n(Z+), c ∈ Zn+, b ∈ Zm+ .

a) Äëÿ 0 ≤ y ≤ b óâÿäçåì àáàçíà÷ýííå

f(y) def= max{cTx : Ax = y, x ∈ Zn+} .

Àáãðóíòóéöå ñïðàâÿäëiâàñöü íàñòóïíàé ðýêóðýíòíàé ôîðìóëû:

f(0) = 0,
f(y) = max

1≤j≤n
{cj + f(y −Aj) : y −Aj ≥ 0}. (5.6.24)

b) Ïàêàæûöå, ÿê, âåäàþ÷û çíà÷ýííi f(y) äëÿ �óñiõ 0 ≤ y ≤ b, ìîæíà
çíàéñöi ðàøýííå çàäà÷û (5.6.23).
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c) Âûêàðûñòî�óâàþ÷û ðýêóðýíòíóþ ôîðìóëó (5.6.24), âûðàøûöå íà-
ñòóïíóþ àäíàìåðíóþ çàäà÷ó àá ðàíöû:

x1 + 2x2 + 4x3 + 3x4 + 5x5 → max
x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 + 4x5 = 7,

x1 , x2 , x3 , x4 , x5 ∈ Z+

d) Âûâåäçiöå ðýêóðýíòíóþ ôîðìóëó äëÿ áóëåâàé çàäà÷û àá ðàíöû

max{cTx : Ax = b, x ∈ {0, 1}n} .

4. Ðàçãëåäçiì çàäà÷ó ÖËÏ

cTx→ max
Ax ≤ b ,
Dx ≤ h ,
x ∈ Zn,

(5.6.25)

äçå A ∈Mm,n(Z), D ∈Mq,n(Z), c ∈ Zn, b ∈ Zm, h ∈ Zq.

a) Äàêàæûöå íàñòóïíóþ íÿðî�óíàñöü

max{cTx : Ax ≤ b , Dx ≤ h , x ∈ Zn} ≤
min
y∈Rm

+

bT y + max{(c−AT y)Tx : Dx ≤ h , x ∈ Zn} .

b) Ïàêàæûöå, øòî ôóíêöûÿ

L(y) def= bT y + max{(c−AT y)Tx : Dx ≤ h , x ∈ Zn}

âûïóêëàÿ.

c) Âûêàðûñòî�óâàþ÷û ðýçóëüòàòû ïóíêòà�ó a) i b), ïðàïàíóéöå ñïîñàá
äëÿ âûëi÷ýííÿ íiæíÿé ìÿæû äëÿ çàäà÷û êàìiâàÿæîðà (5.2.5).

5. Äýòàëiçóéöå ìàäûôiêàâàíû àëãàðûòì Êàðìàðêàðà, ïðàäñòà�óëåíû íà
ìàë. 4.4, �ó ïðûìÿíåííi äà çàäà÷û (5.5.16).

6. Âûðàøûöå çàäà÷ó (5.5.16), êàëi n = 5, c = (1, 1, 1, 1, 1), à ãðàô G =
(V,E) ç'ÿ�óëÿåööà öûêëàì, ã. çí. E = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 1)}.



Ïðèëîæåíèå A

Ñiìåòðû÷íûÿ ëiíåéíûÿ

ôîðìû

Ó ãýòûì äàäàòêó ìû äàêàæàì, øòî �óìîâà (B3) ç àçíà÷ýííÿ ñòðîãà ñà-
ìà�óçãîäíåíàé ôóíêöûi ýêâiâàëåíòíà �óìîâå (B3').

Ëåìà A.1 Íÿõàé Q ∈ SMn i∣∣uTQv∣∣ = max
‖x‖=1, ‖y‖=1

∣∣xTQy∣∣ = λ .

Êàëi u 6= ±v, òî

|(u± v)TQ(u± v)|
‖u± v‖

= λ. (A.1)

Äîêàç. Íÿõàé

L+ def= {x ∈ Rn : Qx = λx},

L− def= {x ∈ Rn : Qx = −λx},

L def= (L+ + L−)⊥;

òàäû õàöÿ á àäíà ç ïàäïðàñòîð L+,L− íåíóëÿâàÿ i äëÿ �óñiõ x ∈ L, ‖Qx‖ ≤
λ‖x‖, äçå λ < λ. Íÿõàé x = x+ + x− + x �åñöü ðàñêëàä âåêòàðà x ∈ Rn, ÿêi
àäïàâÿäàå äýêàìïàçiöûi Rn = L+ + L− + L. Òàäû, òàê ÿê

‖u‖2 = ‖u+‖2 + ‖u−‖2 + ‖u‖2 = 1 ,
‖v‖2 = ‖v+‖2 + ‖v−‖2 + ‖v‖2 = 1 ,
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ìû ìàåì

λ =
∣∣(u+ + u− + u)TQ(v+ + v− + v)

∣∣
=

∣∣(u+)TQv+ + (u−)TQv− + uTQv
∣∣

≤
∣∣λ(u+)T v+ − λ(u−)T v−

∣∣+
∣∣uTQv∣∣

≤ λ
(
‖u+‖‖v+‖+ ‖u−‖‖v−‖

)
+ λ‖u‖‖v‖

≤ λ
(
‖u+‖2 + ‖u−‖2

) 1
2 ·
(
‖v+‖2 + ‖v−‖2

) 1
2 + λ‖u‖‖v‖

≤ λ .

Çíà÷ûöü, óñå íÿðî�óíàñöi �ó âûøýé ïðûâåäçåíûì ëàíöóãó ç'ÿ�óëÿþööà ðî�ó-
íàñöÿìi. Òàìó ìû çàêëþ÷àåì

u = v = 0, ‖u+‖ = ‖v+‖, ‖u−‖ = ‖v−‖;

áîëüø òàãî, ∣∣(u+)T v+
∣∣ = ‖u+‖‖v+‖ i

∣∣(u−)T v−
∣∣ = ‖u−‖‖v−‖ ,

øòî ìîæà áûöü òîëüêi òàäû, êàëi u+ = ±v+ i u− = ±v−. Ïàêîëüêi u i v
ëiíåéíà íåçàëåæíû, ìàã÷ûìû òîëüêi äâà âûïàäêi:

1) u+ = v+ 6= 0, u− = −v− 6= 0 i òàìó u+ v = 2u+, u− v = 2u−;

2) u+ = −v+ 6= 0, u− = v− 6= 0 i òàìó u+ v = 2u−, u− v = 2u+.

Öÿïåð íåïàñðýäíàé ïðàâåðêàé íÿöÿæêà ïåðàêàíàööà, øòî �ó àáîäâóõ âûïàä-
êàõ ðî�óíàñöü (A.1) âûêîíâàåööà. 2

Òýàðýìà A.1 Íÿõàé H(x, y, z) �åñöü ñiìåòðû÷íàÿ 3-õ ëiíåéíàÿ ôîðìà íà
Rn, à A ∈ SMn

+. Êàëi

|H(x, x, x)| ≤ ‖x‖3A äëÿ �óñiõ x ∈ Rn, (A.2)

òî
|H(x, y, z)| ≤ ‖x‖A · ‖y‖A · ‖z‖A äëÿ �óñiõ x, y, z ∈ Rn. (A.3)

Äîêàç. Íàì äàñòàòêîâà äàêàçàöü òýàðýìó äëÿ âûïàäêó äàäàòíà àçíà÷à-
íàé ìàòðûöû A; iíàêø, ìû ìîæàì çàìÿíiöü A ìàòðûöàé A + εI, à ïîòûì
ïåðàéñöi äà ïðýäçåëó ïðû ε→ +0. Òàìó �ó äàëåéøûì ëi÷ûì, øòî A äàäàòíà
àçíà÷àíà. Äàëåé, ìû ìîæàì ëi÷ûöü, øòî A = I; iíàêø, ìû çðîáiì çàìåíó
x = A

1
2x.

Òàê ÿê àáîäâà áàêi �ó (A.3) àäíàðîäíû ïà x, y, z, òî äàñòàòêîâà ïàêàçàöü,
øòî

λ
def= |H(u,w, v)|
= max{|H(x, y, z)| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1, ‖z‖ ≤ 1}
≤ 1.

(A.4)
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Íÿõàé xTDy
def= H(x, y, v) (v � ôiêñàâàíû); òàäû D �åñöü ñiìåòðû÷íàÿ ìàò-

ðûöà. Ç ëiíåéíàé àëãåáðû âÿäîìà, øòî

max
‖x‖≤1, ‖y‖≤1

|xTDy| = max
‖x‖=1

|xTDx| .

Òàìó ìû ìîæàì ëi÷ûöü, øòî u = w i ‖u‖ = 1. Íÿöÿæêà òàêñàìà ïåðàêà-
íàööà, øòî ‖v‖ = 1. Êàëi v = ±u, òî ïà (A.2) ìàåì λ = |H(u, u, u)| ≤ 1, i �ó
ãýòûì âûïàäêó (A.4) âûêîíâàåööà. Òàìó �ó äàëåéøûì ëi÷ûì, øòî v 6= ±u.

Íÿõàé yTQz
def= H(u, y, z); òàäû Q � ñiìåòðû÷íàÿ ìàòðûöà. Ïà (A.4)

ìàåì
λ = |uTQv| = max

‖y‖≤1, ‖z‖≤1
|yTQz|.

Çãîäíà ëåìå A.1, äëÿ u = (u+ v)/‖u+ v‖ i v = u çàêëþ÷àåì, øòî

λ = |H(u, u+ v, u+ v)| = |H(v, u, u)| = |H(u, u, v)|

i ‖u‖ = 1, ‖v‖ = 1, α(u, v) = 1
2α(u, v). Òóò α(u, v) �åñöü âóãàë ïàìiæ âåêòàðàìi

u i v. Òàêiì ÷ûíàì, ìû ìîæàì çíàéñöi ïàñëÿäî�óíàñöü (ui, ui, vi), òàêóþ,
øòî λ = |H(ui, ui, vi)|, ‖ui‖ = ‖vi‖ = 1 i α(ui, vi) → 0. Ãýòà ïàñëÿäî�óíàñöü
óòðûìëiâàå ïàäïàñëÿäî�óíàñöü, ÿêàÿ çáÿãàåööà äà íåéêàé òðîéêi (u∗, u∗, u∗),
òàêîé, øòî ‖u∗‖ = 1 i λ = |H(u∗, u∗, u∗)|. 2
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Ïðèëîæåíèå B

Ìàòðû÷íûÿ ðàñêëàäû

Íà êîæíàé iòýðàöûi ñiìïëåêñ-ìåòàäà i ÿãî âàðûÿíòà�ó òðýáà âûðàøàöü äçâå
ÑËÓ

Bx = bI i BTπ = c, (B.1)

äçå B = AI ∈ Mn,n(R) íÿâûðàäæàíàÿ ìàòðûöà. Ïðû ðàøýííi ñiñòýì (B.1)
òðýáà �óëi÷âàöü, øòî iõ ìàòðûöû àáìåæàâàííÿ�ó òðàíñïàíàâàíûÿ àäíà äà
àäíîé. Ó äàäàòàê, íà íàñòóïíàé iòýðàöûi òðýáà áóäçå âûðàøàöü ÑËÓ, ÿêiÿ
àäðîçíiâàþööà àä (B.1) òîëüêi àäíûì ðàäêîì.

Âà �óñiõ ìåòàäàõ óíóòðàíàé êðîïêi òðýáà âûðàøàöü ÑËÓ

Cx = u, (B.2)

äçå C = ATDA, A ∈ Mn,m(R) � ìàòðûöà ïî�óíàãà ñëóïêîâàãà ðàíãó, D ∈
SMm

++. Äëÿ ïàëiýäðàëüíàé çàäà÷û ËÏ ìàòðûöà D äûÿãàíàëüíàÿ i òîëüêi
ÿíà ìÿíÿåööà àä iòýðàöûi äà iòýðàöûi.

Ó ãýòûì äàäàòêó ìû àáìÿðêóåì íåêàëüêi ìåòàäà�ó äëÿ ðàøýííÿ ÑËÓ
(B.1) i (B.2) ç óëiêàì âûøýé àçíà÷àíûõ àñàáëiâàñöåé. Òðýáà àäíàê çà�óâàæûöü,
øòî ìû çóñiì íå áóäçåì ðàçãëÿäàöü âàðûÿíòû ãýòûõ ìåòàäà�ó äëÿ ðàçðýä-
æàíûõ (ç âÿëiêàé äîëÿé íóëÿâûõ ýëåìåíòà�ó) ìàòðûö, ïàêîëüêi äëÿ áàðà-
öüáû ç çàïà�óíåííÿìi (ç'ÿ�óëåííåì íîìûõ íåíóëÿâûõ ýëåìåíòà�ó) ÿíû âûêà-
ðûñòî�óâàþöü àëãàðûòìû òýîðûi ãðàôà�ó, ðàçãëÿä ÿêiõ âûõîäçiöü çà ðàìêi
äàäçåíàé êíiãi. ×ûòà÷àì, çàöiêà�óëåíûì ó ïðàêòû÷íàé ðýàëiçàöûi ìåòàäà�ó
ëiíåéíàãà ïðàãðàìàâàííÿ, ìû ðýêàìåíäóåì íàñòóïíûÿ âûäàííi [4], [4], [9].

B.1 Ìåòàä Ãà�óñà i LU-ôàêòàðûçàöûÿ

Ðàçãëåäçiì ñiñòýìó ëiíåéíûõ óðà�óíåííÿ�ó

Ax = b. (B.3)

×àñòåé çà óñ�å ñiñòýìó (B.3) ðàøàþöü ìåòàäàì Ãà�óñà. �Åí óëó÷àå äâà ýòàïû:
ïðàìû õîä i àäâàðîòíóþ ïàäñòàíî�óêó.
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Ïåðøû êðîê ïðàìîãà õîäó ïà÷ûíàåööà ç ïåðàñòàíî�óêi 1-ãà i π1-ãà �óðà�óíåííÿ�ó
(aπ11 6= 0). Íÿöÿæêà ïðàâåðûöü, øòî ãýòàÿ ïåðàñòàíî�óêà àäïàâÿäàå ïåðà-
õîäó äà ñiñòýìû

P (1)Ax = P (1)b, (B.4)

äçå P (1) = P1,π1 , a ìàòðûöà

P1,π1 =



0 0 · · · 1 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . .
1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 0 0 · · · 1


π1

àòðûìëiâàåööà ç àäçiíêàâàé ïåðàñòàíî�óêàé 1-ãà i π1-ãà ñëóïêî�ó. ßíà íàçûâà-
åööà ìàòðûöàé ïåðàñòàíîâàê. Êàëi ïàìíîæûì ìàòðûöó A ñïðàâà íà P (1),
òî ïåðàñòàâiì ðàäêi 1 i π1 ìàòðûöû A. Êàëi π1 = 1, òî íi÷îãà ïåðàñòà�óëÿöü
íå òðýáà. Ó ãýòûì âûïàäêó P (1) �åñöü àäçiíêàâàÿ ìàòðûöà.

Ïàñëÿ ãýòàãà âûêëþ÷àåì íåâÿäîìóþ x1 ç ðàäêî�ó 2, . . . , n ñiñòýìû (B.4).
Ó ðýçóëüòàöå àòðûìàåì ñiñòýìó

(L(1)P (1)A)x = L(1)P (1)b, (B.5)

äçå

L(1) =


1 0 0 · · · 0

−l2,1 1 0 · · · 0
−l3,1 0 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . .
−ln,1 0 0 · · · 1

 ,
a li1 = a

(0)
i1 /a

(0)
11 , i = 2, . . . , n (a(0)

ij � ýëåìåíòû ìàòðûöû P (1)A). Ìàòðûöû
òàêîãà âûãëÿäó ÿê L(1) íàçûâàþööà ýëåìåíòàðíûìi ìàòðûöàìi: êîæíàÿ
ç iõ àäðîçíiâàåööà àä àäçiíêàâàé íåíóëÿâûìi ýëåìåíòàìi, ÿêiÿ íàëåæàöü
àäíàìó ñëóïêó i ëÿæàöü íiæýé ãàëî�óíàé äûÿãàíàëi.

Äðóãi êðîê ïðàìîãà õîäó ìåòàäà Ãà�óñà çàêëþ÷àåööà �ó ïåðàõîäçå àä ñiñò-
ýìû (B.5) äà ñiñòýìû

L(2)P (2)L(1)P (1)x = L(2)P (2)L(1)P (1)b. (B.6)

Êàëi íà äðóãiì êðîêó ïåðàñòà�óëÿþööà ðàäêi 2 i l2 , òî P (2) = P2,π2 . Ýëåìåí-
òàðíàÿ ìàòðûöà L(2) ìàå âûãëÿä

L(2) =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 −l3,2 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . .
0 −ln,2 0 · · · 1

 ,
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äçå li2 = a
(1)
i2 /a

(1)
22 , i = 3, . . . , n (a(1)

ij � ýëåìåíòû ìàòðûöû P (2)L(1)P (1)A).
Íàîãóë, ïàñëÿ k-ãà êðîêó ïðàìîãà õîäó ìåòàäà Ãà�óñà àòðûìëiâàåì ñiñò-

ýìó
L(k)P (k) . . . L(1)P (1)Ax = L(k)P (k) . . . L(1)P (1)b , (B.7)

äçå P (k) - ìàòðûöà ïåðàñòàíîâàê Pk,πk ,

L(k) =



1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1 0 · · · 0
0 0 · · · −lk+1,k 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · −ln,k 0 · · · 1


,

lik = a
(k−1)
ik /a

(k−1)
kk , i = k + 1, . . . , n (a(k−1)

ij � ýëåìåíòû ìàòðûöû A(k−1) =
P (k)L(k−1) . . . L(1)P (1)A).

Ïàñëÿ n− 1 êðîêó àòðûìàåì âåðõíþþ òðîõâóãîëüíóþ ñiñòýìó

L(n−1)P (n−1) . . . L(1)P (1)Ax = L(n−1)P (n−1) . . . L(1)P (1)b, (B.8)

Òàêiì ÷ûíàì, ìû áà÷ûì, øòî ïðàìû õîä ìåòàäà Ãà�óñà ýêâiâàëåíòíû äàì-
íàæýííþ ìàòðûöû ñiñòýìû A i ïðàâàé ÷àñòêi b íà ïàñëÿäî�óíàñöü ýëåìåí-
òàðíûõ ìàòðûö i ìàòðûö ïåðàñòàíîâàê. Ó ëiíåéíàé àëãåáðû òðîõâóãîëüíóþ
ìàòðûöó íàñòóïàíàãà âûãëÿäó

L =


× 0 0 . . . 0
×× 0 . . . 0
××× . . . 0
. . . . . . . . . . .
××× . . .×

 ,
íàçûâàþöü íiæíÿé (lower) òðîõâóãîëüíàé, i àáàçíà÷àþöü áóêâàé L. Ìàò-
ðûöó, ÿêàÿ ìàå âûãëÿä

U =


××× . . .×
0 ×× . . .×
0 0 × . . .×
. . . . . . . . . . .
0 0 0 . . .×

 ,
íàçûâàþöü âåðõíÿé (upper) òðîõâóãîëüíàé, i àáàçíà÷àþöü áóêâàé U . Ó ñó-
âÿçi ç ãýòûì, óâÿäçåì àáàçíà÷ýííå

U = L(n−1)P (n−1) . . . L(1)P (1)A. (B.9)

Ç (B.9) ìàåì

A = (P (1))−1(L(1))−1(P (2))−1(L(2))−1 . . . (P (n−1))−1(L(n−1))−1U. (B.10)
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Âiäàâî÷íà, øòî (P (k))−1 = P (k). Àñàáëiâà öiêàâû âûãëÿä ðî�óíàñöü (B.10)
ïðûìàå, êàëi �óñå ìàòðûöû ïåðàñòàíîâàê àäçiíêàâûÿ, ã. çí. øòî ìåòàä Ãà�óñà
âûêîíâà�óñÿ áåç ïåðàñòàíîâàê ðàäêî�ó. Òàäû

A = (L(1))−1(L(2))−1 . . . (L(n−1))−1U. (B.11)

Íÿöÿæêà òàêñàìà �óïý�óíiööà, øòî ìàòðûöà

L = (L(1))−1(L(2))−1 . . . (L(n−1))−1

ìàå âûãëÿä

L =



1 0 · · · 0 0 · · · 0
l2,1 1 · · · 0 0 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
lk,1 lk,2 · · · 1 0 · · · 0

lk+1,1 lk+1,2 · · · lk+1,k 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ln,1 ln,2 · · · ln,k ln,k+1 · · · 1


, (B.12)

ã. çí. àçíà÷ýííå L ïà ìàòðûöû (L(k))−1 íå ïàòðàáóå äàäàòêîâûõ âûëi÷ýííÿ�ó.
Òàêiì ÷ûíàì, ðî�óíàñöü (B.11) ìàå âûãëÿä

A = LU. (B.13)

Ðî�óíàñöü (B.13) íàçûâàåööà LU-ðàñêëàäàì ìàòðûöû A. Ôàêòû÷íà ïðàìû
õîä ìåòàäà Ãà�óñà áåç ïåðàñòàíîâàê ìîæíà ðàçãëÿäàöü ÿê ïðàöýñ âûëi÷ýííÿ
LU -ðàñêëàäó ìàòðûöû A. Ó àãóëüíûì âûïàäêó, êàëi ïåðàñòàíî�óêi âûêîí-
âàþööà, ïðàìû õîä ïà ðàíåéøàìó ðà�óíàçíà÷íû LU -ðàñêëàäó, àëå íå ñàìîé
ìàòðûöû A, à ìàòðûöû, ÿêàÿ àòðûìëiâàåööà ç A ïåðàñòàíî�óêàé ðàäêî�ó: òð-
ýáà ïåðàñòàâiöü ðàäêi 1 i π1, çàòûì 2 i π2 i ã. ä. Âûëi÷âàþ÷û LU -ðàñêëàä, àä-
íà÷àñîâà ìîæíà àçíà÷ûöü i ïàðàäàê ïåðàñòàíî�óêi ðàäêî�ó π = (π1, . . . , πn−1).

Àäâàðîòíû õîä ìåòàäà Ãà�óñà çàêëþ÷àåööà �ó ðàøýííi ñiñòýìû Ux = y,
äçå y = L(n−1)P (n−1) . . . L(1)P (1)b. Àäíàê ó ñó÷àñíûõ ïðàãðàìàõ ìåòàä Ãà�óñà
äçåëiööà íà ýòàïû íå �ó àäïàâåäíàñöi ç òðàäûöûéíàé ñõåìàé: ïðàìû õîä i
àäâàðîòíàÿ ïàäñòàíî�óêà. Ïàäçåë ïðàâîäçiööà �ó ìåæàõ ñàìîãà ïðàìîãà õîäó:
âûëi÷ýííå LU -ðàñêëàäó ìàòðûöû A i àñàáiñòà ðàøýííå ñiñòýìû �óðà�óíåííÿ�ó.
Êàëi LU -ðàñêëàä ìàòðûöû A âûêàíàíû, òî äëÿ ðàøýííÿ ñiñòýìû (B.3) òð-
ýáà:

1. Âûëi÷ûöü âåêòàð y. Ñïà÷àòêó ïåðàñòà�óëÿåì êàìïàíåíòû 1 i π1 âåêòàðà
b, ïîòûì 2 i π2 , 3 i π3 i ã. ä. n−2 i n−1. Àòðûìàíû âåêòàð àáàçíà÷ûì
ïðàç b(π). Ðàøûöü òðîõâóãîëüíóþ ñiñòýìó Ly = b(π). Âiäàâî÷íà ãýòà
ïàòðàáóå O(n2) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé.

2. Ðàøûöü òðîõâóãîëüíóþ ñiñòýòó Ux = y . Ãýòà çíî�ó ïàòðàáóå O(n2)
àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûé.

Ç âûêëàäçåíàãà âûøýé âûíiêàå, øòî ïðû âÿäîìûì LU -ðàñêëàäçå ìàòðû-
öû A, ñiñòýìó (B.3) ìîæíà ðàøûöü çà êâàäðàòû÷íû ÷àñ. Òàìó LU -ðàñêëàä
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àêàçâàåööà âåëüìi êàðûñíûì, êàëi òðýáà ðàøàöü íåêàëüêi ñiñòýì óðà�óíåííÿ�ó
ç àäíîé i òîé æà ìàòðûöàé i ðîçíûìi ïðàâûìi ÷àñòêàìi.

Ìàþ÷û LU -ðàñêëàä ìàòðûöû A çà êâàäðàòû÷íû ÷àñ ìîæíà ðàøûöü
ñiñòýìó �óðà�óíåííÿ�ó ç òðàíñïàíàâàíàé ìàòðûöàé

ATx = c. (B.14)

Çàïiøàì (B.14) ó âûãëÿäçå

UTLTx(π) = c. (B.15)

Äëÿ ðàøýííÿ ñiñòýìû (B.15) òðýáà

1. Ðàøûöü òðîõâóãîëüíóþ ñiñòýìó UT y = c.

2. Ðàøûöü òðîõâóãîëüíóþ ñiñòýìó LTx = y. Ïåðàñòàâiöü êàìïàíåíòû
n− 1 i πn−1 âåêòàðà x, çàòûì n− 2 i πn−2, i ã. ä., 1 i π1.

B.1.1 Ñêëàäàíàñöü ìåòàäà Ãà�óñà

Ëåìà B.1 Íÿõàé A ∈Mn×n(Q). Òàäû size(detA) = 2 sizeA.

Äîêàç. Íÿõàé aij = pij/qij (i, j = 1, . . . , n), pij i qij � óçàåìíà ïðîñòûÿ
öýëûÿ ëiêi, ïðû÷ûì qij ≥ 1. Íÿõàé òàêñàìà detA = p/q, äçå p i q � óçàåìíà
ïðîñòûÿ öýëûÿ i q ≥ 1. Âiäàâî÷íà, øòî

q ≤
n∏

i,j=1

qij < 2σ−1, (B.16)

äçå σ = sizeA. Íåïàñðýäíà ç àçíà÷ýííÿ äýòýðìiíàíòà âûíiêàå, øòî∣∣∣∣pq
∣∣∣∣ = |detA| <

n∏
i,j=1

(|pij |+ 1) . (B.17)

Ç (B.16) i (B.17) ìàåì, øòî

|p| = |detA|q ≤
n∏

i,j=1

(|pij |+ 1)qij < 2σ−1.

Öÿïåð àòðûìëiâàåì

size(detA) = 1 + dlog(|p|+ 1)e+ dlog(|q|+ 1)e
< 2σ = 2 sizeA .

2

Òýàðýìà B.1 Äëÿ ðàöûÿíàëüíûõ ìàòðûöû A ∈Mn,n(Q) i âåêòàðà b ∈ Qn

ìåòàä âûêëþ÷ýííÿ�ó Ãà�óñà ç'ÿ�óëÿåööà ïàëiíàìiÿëüíûì.
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Äîêàç. Áåç ñòðàòû àãóëüíàñöi ìîæíà ëi÷ûöü, øòî ìåòàä ïðàöàâà�ó áåç
ïåðàñòàíîâàê ðàäêî�ó. Àêðàìÿ òàãî, íÿöÿæêà ïàäëi÷ûöü, øòî ìåòàä âûêîí-
âàå O(n3) àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûi. Òàìó äëÿ òàãî, êàá äàêàçàöü ïàëiíà-
ìiÿëüíàñöü ìåòàäà, çàñòàëîñÿ ïàêàçàöü, øòî ïàìåðû ëiêà�ó, ÿêiÿ �óçíiêàþöü
ó ïðàöýñå âûëi÷ýííÿ�ó, àáìåæàâàíû ïàëiíîìàì àä sizeA. Ïà iíäóêöûi ìîæíà
ïðàâåðûöü, øòî

a
(k)
ij =

det
(

(A(k)){1,...,k,k+i}
{1,...,k,k+j}

)
det
(

(A(k)){1,...,k}{1,...,k}

) . (B.18)

Òàê ÿê
A(k) = L(k) · . . . · L(1)A ,

òî ìiíîðû ìàòðûö A(k) i A àäíîëüêàâûÿ. Òàìó

a
(k)
ij =

det
(
A
{1,...,k,k+i}
{1,...,k,k+j}

)
det
(
A
{1,...,k}
{1,...,k}

) . (B.19)

Àäêóëü ïà ëåìå B.1 ïàìåð a
(k)
ij íå ïåðà�óçûõîäçiöü 4 sizeA. Àêðàìÿ òàãî,

òàê ÿê lik = l
(k)
ik = a

(k−1)
ik /a

(k−1)
kk , òî ïàìåðû ýëåìåíòà�ó ìàòðûöû L íå ïå-

ðà�óçûõîäçÿöü 8 sizeA. 2

B.2 QR-ôàêòàðûçàöûÿ

Ó ãýòûì ïàðàãðàôå ìû ðàçãëåäçiì ñïîñàá ïðûâÿäçåííÿ ìàòðûöû äà òðî-
õâóãîëüíàãà âûãëÿäó ç äàïàìîãàé ïåðà�óòâàðýííÿ�ó Xa�óñõîëäýðà. Íàãàäàåì,
øòî ïåðà�óòâàðýííå Õà�óñõîëäýðà, çàäàâàåìàå ìàòðûöàé

H = I − 1
β
uuT ,

äçå u ∈ Rn, β = 1
2‖u‖

2, ïåðàâîäçiöü âåêòàð a ∈ Rn ó âåêòàð

Ha = a− u
(
uTa

β

)
= b .

Çà�óâàæûì, øòî òàê ÿê ïåðà�óòâàðýííå Ha ïðîñòà àäûìàå àä âåêòàðà a âåê-
òàð u ç íåéêiì ñóìíîæíiêàì, òî ÿíî íå çìÿíÿå òûÿ êàìïàíåíòû âåêòàðà a,
ÿêiì àäïàâÿäàþöü íóëÿâûÿ çíà÷ýííi âåêòàðà u. Áîëüø òàãî, ïåðà�óòâàðýííå
Õà�óñõîëäýðà çóñiì íå çìåíiöü âåêòàð a, êàëi uTa = 0.

Ïàêîëüêi ïåðà�óòâàðýííåì Õà�óñõîëäýðà ìîæíà âûêàíàöü ëþáû ïàâàðîò,
ïðû÷ûì âåêòàðû, àðòàãàíàëüíûÿ äà u, ïðû ãýòûì çàñòàþööà íÿçìåííûìi, ç
äàïàìîãàé n òàêiõ ïåðà�óòâàðýííÿ�ó ëþáóþ m×n ìàòðûöó A ðàíãà n ìîæíà
çðàáiöü âåðõíÿé òðîõâóãîëüíàé. ×àðãîâàå, i-å ïåðà�óòâàðýííå H(i) ïàäáiðà-
åööà òàê, êàá àáíóëiöü ó i-ì ñëóïêó ýëåìåíòû ç i+ 1-ãà ïà m-û, çàõàâà�óøû
ïåðøûÿ i− 1 ñëóïêî�ó íåêðàíóòûìi.
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Áîëüø äàêëàäíà, ïåðà�óòâàðýííå H(1) ïàâiííà ïåðàâåñöi ñëóïîê A1 ó âåê-
òàð ïàðàëåëüíû àäçiíêàâàìó. Ïàêîëüêi íîðìà ïðû ãýòûì çàñòàíåööà íÿç-
ìåííàé, òî A1 ïÿðîéäçå �ó âåêòàð

(r11, 0, . . . , 0)T ,

äçå |r11| = ‖A1‖. Àäïàâåäíà �ó ÿêàñöi u äëÿ H(1) ìîæíà �óçÿöü

(a11 − r11, a21, . . . , am1)T .

Êàá ïàçáåãíóöü ïàìûëàê êàìïåíñàöûi ïðû ïàäëiêó ïåðøàé êàìïàíåíòû ãý-
òàãà âåêòàðà, çíàê r11 áÿðóöü àäâàðîòíûì çíàêó a11.

Öÿïåð ïåðà�óòâàðýííå H(2) ïàâiííà ïåðàâåñöi äðóãi ñëóïîê A(2) ìàòðûöû

A(1) = H(1)A ó âåêòàð (a(1)
12 , r22, 0, . . . , 0), äçå r22 =

√∑m
i=2 a

(1)
i2 . Ó ÿêàñöi u

äëÿ H(2) áÿðýì âåêòàð (a(1)
12 , a

(1)
22 − r22, a

(1)
32 , . . . , a

(1)
m2)T .

Ïàñëÿ n ïåðà�óòâàðýííÿ�ó Õà�óñõîëäýðà àòðûìàåì

H(n) . . . H(2)H(1)A = QA =
[
R
0

]
, (B.20)

äçå R �åñöü íÿâûðàäæàíàÿ âåðõíÿÿ òðîõâóãîëüíàÿ n × n-ìàòðûöà, a Q ∈
Mm,m(R) � àðòàíàðìàëüíàÿ ìàòðûöà, ðî�óíàÿ çäàáûòêóH(n), . . . ,H(1). Ïðàä-
ñòà�óëåííå (B.20) íàçûâàþöü QR-ðàcêëàäàì ìàòðûöû A.

Çàçíà÷ûì, øòî äàïóø÷ýííå àá ïî�óíûì ñëóïêîâûì ðàíçå ìàòðûöû A
ç'ÿ�óëÿåööà iñòîòíûì ïðû âûâàäçå (B.20), ïàêîëüêi ÿíî ãàðàíòóå, øòî ïå-
ðà�óòâàðàåìàÿ ÷àñòêà ÷àðãîâàãà ñëóïêà áóäçå íåíóëÿâîé i, çíà÷ûöü, àçíà÷-
ýííå �óñiõ ïåðà�óòâàðýííÿ�ó H(i) áóäçå êàðýêòíûì. Êàëi æ rank(A) = r < n,
òî òðýáà ïåðàñòàâiöü ñëóïêi òàê, êàá ïåðøûÿ r ñòàëi ëiíåéíà íåçàëåæíû-
ìi (ïàòðýáíàÿ ïåðàñòàíî�óêà ñëóïêî�ó çíàõîäçiööà �ó ïðàöýñå QR-ðàñêëàäó).
Òàäû ðýçóëüòàòàì r ïåðà�óòâàðýííÿ�ó Õà�óñõîëäýðà íàä ïåðøûìi r ñëóïêàìi
áóäçå ïðàäñòà�óëåííå íàñòóïíàãà âûãëÿäó

QAP =
[
T
0

]
,

äçå P � ïåðàñòàíîâà÷íàÿ, à T ∈ Mr×n(R) � âåðõíÿÿ òðàïåöûÿâiäíàÿ ìàò-
ðûöà. Ïàñëÿ ãýòàãà äàäàòêîâûìi r ïåðà�óòâàðýííÿìi Õà�óñõîëäýðà íàä ðàä-
êàìi ìîæíà àáíóëiöü àïîøíiÿ n − r ñëóïêî�ó, çàõàâà�óøû òðîõâóãîëüíóþ
ñòðóêòóðó (àëå íå ñàìi ýëåìåíòû) ëåâàé âåðõíÿé ÷àñòêi ìàòðûöû. Êàí÷àò-
êîâà àòðûìàåì

QAH
(n−r) · . . . ·H(1)

= QAV =
[
R 0
0 0

]
, (B.21)

äçå R ∈Mr×r(R) � ãýòà íÿâûðàäæàíàÿ âåðõíÿÿ òðîõâóãîëüíàÿ ìàòðûöà, à
V ∈ Mn×n(R) � àðòàãàíàëüíàÿ ìàòðûöà. Ãýòàå ïðàäñòà�óëåííå íàçûâàþöü
ïî�óíûì àðòàãàíàëüíûì ðàñêëàäàì ìàòðûöû A.
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Êàá àòðûìàöü ðàçëàæýííå (B.21), êàëi m ≥ n ≥ r, ïàòðýáíà âûêàíàöü
ïðûáëiçíà mn2 + 1

3n
3 + (n− r)r2 àðûôìåòû÷íûõ àïåðàöûi.

×àñöåé çà �óñ�å àðòàãàíàëüíûÿ ðàñêëàäû âûêàðûñòî�óâàþööà ïðû ðàøýííi
ëiíåéíàé çàäà÷û àá íàéìåíøûõ êâàäðàòàõ:

min
x∈Rn

‖Ax− b‖ . (B.22)

Ïàêîëüêi àðòàãàíàëüíàå ïåðà�óòâàðýííå çàõî�óâàå ÿ�óêëiäàâó äà�óæûíþ âåê-
òàðà, òî

‖Ax− b‖ = ‖Q(Ax− b)‖ =
∥∥∥∥[ R

0

]
x−Qb

∥∥∥∥ . (B.23)

Àäñþëü ìàåì, øòî íîðìà �ó ïðàâàé ÷àñòöû (B.23) ìiíiìàëüíà, êàëi ïåðøûÿ n
êàìïàíåíò âåêòàðî�ó Rx i Qb cóïàäàþöü. Çíà÷ûöü ó ÿêàñöi ðàøýííÿ çàäà÷û
(B.22) ìîæíà �óçÿöü ëþáîå ðàøýííå ñiñòýìû ëiíåéíûõ óðà�óíåííÿ�ó Rx = b,
äçå b �åñöü âåêòàð óòâîðàíû ç ïåðøûõ n êàìïàíåíò âåêòàðà Qb.

Àíàëàãi÷íû ðàñêëàä áóäóåööà äëÿ ìàòðûöû A ∈Mm,n(R) ïî�óíàãà ðàä-
êîâàãà ðàíãó m, êàëi äëÿ b ∈ Rm òðýáà çíàéñöi ðàøýííå ñiñòýìû ëiíåéíûõ
óðà�óíåííÿ�ó Ax = b, ÿêîå ìàå ìiíiìàëüíóþ íîðìó. Áîëüø äàêëàäíà, òðýáà
ðàøûöü íàñòóïíóþ çàäà÷ó

min{‖x‖ : x ∈ Rn, Ax = b} , (B.24)

Òîëüêi ðàçëàæýííå öÿïåð çðó÷íåé áóäàâàöü ó âûãëÿäçå

AQ = [L 0], (B.25)

äçå L ∈Mm,m(R) � íiæíÿÿ òðîõâóãîëüíàÿ, à Q ∈Mn,n(R) - àðòàãàíàëüíàÿ
ìàòðûöà. Ðàñêëàä (B.25) âÿäîìû ïàä íàçâàé LQ-ðàñêëàä.

B.2.1 Áàçic àôiííàé ïàäïðàñòîðû

ßê ïðàâiëà, íà ïðàêòûöû àôiííûÿ àáìåæàâàííi çàäàþööà ÑËÓ Ax = b, äçå
A ∈ Mm,n(R), b ∈ R. Ìíîãiÿ æ àïòûìiçàöûéíûÿ àëãàðûòìû ïàòðàáóþöü,
êàá àôiííàÿ ïàäïðàñòîðà ðàøýííÿ�ó ÑËÓ Ax = b áûëà ïðàäñòà�óëåíà �ó âû-
ãëÿäçå R(Z) + §′, äçå Z ∈ Mn,r(R) � ÿå áàçiñíàÿ ìàòðûöà, r = rankN (A),
à x0 ëþáîå ðàøýííå ÑËÓ Ax = b.

Áåç ñòðàòû àãóëüíàñöi áóäçåì ëi÷ûöü, øòî rankA = m. Òàäû r = n−m.
Çíîéäçåì LQ-ðàñêëàä ìàòðûöû A:

AQ = [L, 0],

äçåQ ∈Mn,n(R) � àðòàãàíàëüíàÿ ìàòðûöà, L ∈Mm,m(R) � íÿâûðàäæàíàÿ
íiæíÿÿ òðîõâóãîëüíàÿ ìàòðûöà. Ïðàäñòàâiì ìàòðûöó Q ó âûãëÿäçå

Q = [Y,Z],

äçå ìàòðûöà Y ∈ Mn,m(R) ñêëàäçåíà ç ïåðøûõ m ñëóïêî�ó ìàòðûöû Q,
à ìàòðûöà Z ∈ Mn,n−m(R) � ç àïîøíiõ n − m ñëóïêî�ó. Ïàêàæàì, øòî
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N (A) = R(Z), àäêóëü i áóäçå âûíiêàöü, øòî Z �åñöü áàçiñíàÿ ìàòðûöà
àôiííàé ïàäïðàñòîðû N (A) + §′ ðàøýííÿ�ó ÑËÓ Ax = b. Íÿõàé x = Zu,
u ∈ Rn−m. Òàäû

Ax = AQQTZu = [L, 0]
[
Y T

ZT

]
Zu = LY TZu = 0.

Çà�óâàæûì, øòî àïîøíÿÿ ðî�óíàñöü âûíiêàå ç àðòàãàíàëüíàñöi ìàòðûöû Q
(QTQ = I). Ìû äàêàçàëi, øòî R(Z) ⊆ N (A). À òàê ÿê n−m = rankR(Z) =
rankN (A), òî ìû ïàâiííû çàêëþ÷ûöü, øòî R(Z) = N (A).

B.2.2 Ïåðàðàçëiê QR-ðàñêëàäó

Òðýáà àòðûìàöü QR-ðàñêëàä ìàòðûöà A = A + uvT , äçå u, v ∈ Rn, à A ∈
Mm,n(R) � ìàòðûöà ïî�óíàãà ñëóïêîâàãà ðàíãó, äëÿ ÿêîé QR-ðàñêëàä A =
QR âÿäîìû.

Iäýÿ àëãàðûòìà íåñêëàäàíàÿ. Äëÿ w = QTu çàïiøàì

A = QR+ uvT = Q(R+ wvT ),

à çàòûì àòðûìàåì QR-ðàñêëàä

R+ wvT = Q̃R̃. (B.26)

Òàäû A = QR, äçå Q = QQ̃, R = R̃.
Ðàñêëàä (B.26) àòðûìëiâàþöü ç äàïàìîãàé ïëîñêiõ êðó÷ýííÿ�ó, ÿêiÿ âû-

êàðûñòî�óâàþööà äëÿ àáíóëåííÿ ÿêîé-íåáóäçü àäíîé êàìïàíåíòû âåêòàðà.
Ïëîñêi ïàâàðîò çàäàåööà ìàòðûöàé ßêîái J(i, j, α, β) ∈ Mn,n(R), ÿêàÿ àä-
ðîçíiâàåööà àä àäçiíêàâàé òîëüêi ýëåìåíòàìi (i, i), (i, j), (j, i) i (j, i). Ïàä-
ìàòðûöà J(i, j, α, β){i,j}{i,j} ìàå âûãëÿä:

J(i, j, α, β){i,j}{i,j} =
[

α β
−β α

]
,

äçå α2 + β2 = 1 (öi α = cos(θ) i β = sin(θ) äëÿ íåéêàãà θ). Çàçíà÷ûì, øòî �ó
âåêòàðà�ó a ∈ Rn i J(i, j, α, β)a àäðîçíiâàþööà òîëüêi i-ÿ i j-ÿ êàìïàíåíòû.
Çâû÷àéíà ïàðàìåòðû α i β ïàäáiðàþöü òàê, êàá ó j-é ïàçiöûi àòðûìàöü
íóëü:

α = ± xi√
x2
i + x2

j

, β = ± xj√
x2
i + x2

j

.

Ç äâóõ ìàã÷ûìûõ çíàêà�ó çâû÷àéíà áÿðóöü ïåðøû. Êàìïàêòíàå àïiñàííå
ìàòðûöû ßêîái çàäàåööà ÷àöâ�åðêàé ëiêà�ó: (i, j, α, β).

Ïàêàæàì öÿïåð ÿê ïàáóäàâàöü QR-ðàñêëàä (B.26). Ñïà÷àòêó çàçíà÷ûì,
øòî �óñå ñëóïêi ìàòðûöû wvT àäíîëüêàâûÿ i ðî�óíû âåêòàðó z = (v1w1, . . . , vnwn)T .
Òàìó äàñòàòêîâà âûêàíàöü n− 1 ïëîñêàå êðó÷ýííå

J(n− 1, n, αn, βn), . . . , J(1, 2, α2, β2)
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êàá çàíóëiöü ðàäêi ìàòðûöû wvT ç íóìàðàìi n, n − 1, . . . , 2. Êîæíàå òàêîå
êðó÷ýííå ìÿíÿå òàêñàìà i ðàäêi ìàòðûöû R. Àêðàìÿ òàãî, êðó÷ýííå J(i −
1, i, αi, βi) óâîäçiöü àäçií íåíóëÿâû ýëåìåíò ïàä äûÿãàíàëëþ �ó ïàçiöûi (i, i−
1). Òàêiì ÷ûíàì, ïàñëÿ n−1-ãî êðó÷ýííÿ àòðûìàåì âåðõíþþ òðîõâóãîëüíóþ
ìàòðûöó

J(1, 2, α2, β2) . . . J(n− 1, n, αn, βn)(Q+ wvT )

ç äàäàòêîâàé äûÿãàíàëëþ íiæýé ãàëî�óíàé. Öÿïåð çíî�ó âûêîíâàåì n − 1
ïëîñêàå êðó÷ýííå

J(1, 2, α2, β2), . . . , J(n− 1, n, αn, βn)

àëå �óæî äëÿ òàãî, êàá àáíóëiöü ýëåìåíòû (i, i− 1), i = 2, . . . , n.
Íÿöÿæêà �óïý�óíiööà, øòî �óâåñü ïðàöýñ ïåðàëiêó ïàòðàáóå òîëüêi O(n2)

àïåðàöûé, øòî íà ïàðàäàê ìåíåé ÷ûì ãýòà ïàòðýáíà äëÿ âûêàíàííÿ QR-
ðàñêëàäó "ç íóëÿ".

B.3 Ôàêòàðûçàöûÿ Õàëåñêàãà

Ëþáóþ äàäàòíà àçíà÷àíóþ ìàòðûöó A ∈ SMn
++ ìîæíà ïðàäñòàâiöü çäàá-

ûòêàì íàñòóïíàãà âûãëÿäó:

A = LLT ,

äçå L ∈Mn,n(R) �åñöü íiæíÿÿ òðîõâóãîëüíàÿ ìàòðûöà. Ãýòàå ïðàäñòà�óëåííå
íàçûâàåööà ôàêòàðûçàöûÿé Õàëåñêàãà ìàòðûöû A, à ìàòðûöà L íàçûâà-
åööà ôàêòàðàì Õàëåñêàãà.

Íÿõàé A(0) def= A. Ðàçãëåäçiì ðàçáiåííå

A(0) =

[
a

(0)
11 (a(1))T

a(1)
(
A(0)

)2,...,n
2,...,n

]
,

äçå a(1) def= (a(0)
12 , . . . , a

(0)
1n )T . Çàçíà÷ûì, øòî

A(0) =


√
a

(0)
11 0

1q
a
(0)
11

a(1) I

[ 1 0
0
(
A(0)

)2,...,n
2,...,n

− 1

a
(0)
11

a(1)
(
a(1)

)T ]
×

 √a(0)
11

1q
a
(0)
11

(a(1))T

0 I


def=

(
L(1)

)T
A(1)L(1) .

Çðàçóìåëà, øòî ìàòðûöà A(1) ñiìåòðû÷íàÿ. Ïàêîëüêi äëÿ ëþáîãà x ∈ Rn−1,
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x 6= 0,

xT (A(1))2,...,n
2,...,nx = xT

(
(A(0))2,...,n

2,...,n −
1

a
(0)
11

a(1)
(
a(1)

)T)
x

=

(
−x

Ta(1)

a
(0)
11

, xT

)[
a

(0)
11 (a(1))T

a(1) (A(0))2,...,n
2,...,n

] −xTa(1)

a
(0)
11
x

 > 0,

òî A(1) äàäàòíà àçíà÷àíà.

Íà äðóãiì êðîêó, àáàçíà÷àþ÷û a(2) def= (a(1)
23 , . . . , a

(1)
2n ), ìàåì

A(1) =
[

1 0
0 (A(1))2,...,n

2,...,n

]
=

 1 0 0
0 a

(1)
22

(
a(2)

)T
0 a(2) (A(1))3,...,n

3,...,n



=


1 0 0

0
√
a

(1)
22 0

0
1√
a

(1)
22

a(2) I


 1 0 0

0 1 0
0 0 (A(1))3,...,n

3,...,n − 1

a
(1)
22

a(2)
(
a(2)

)T


×


1 0 0

0
√
a

(1)
22

1q
a
(1)
22

(
a(2)

)T
0 0 I

 def=
(
L(2)

)T
A(2)L(2) .

Ïà iíäóêöûi

A(k−1) = L(k)A(k)
(
L(k)

)T
ç A(n) = I. Òàêiì ÷ûíàì, ìû ìîæàì ïàáóäàâàöü íiæíiÿ òðîõâóãîëüíûÿ
ìàòðûöû L(k) (k = 1, . . . , n), òàêiÿ, øòî

A = L(1)L(2) . . . L(n)
(
L(n)

)T (
L(n−1)

)T
. . .
(
L(1)

)T
= LLT ,

äçå

L
def= L(1)L(2) . . . L(n) = L(1) + L(2) + . . .+ L(n) − (n− 1)I.

B.4 Ïðàêòûêàâàííi

1. Àöàíiöå ïàãðýøíàñöü ðàøýííÿ ìåòàäàì Ãà�óñà íàñòóïíàé ñiñòýìû ëi-
íåéíûõ óðà�óíåííÿ�ó

x1 = b1,
2x1 + x2 = b2,

2x2 + x3 = b3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2x99 + x100 = b100,
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êàëi âûëi÷ýííi ïðàâîäçÿööà ç äàêëàäíàñöþ 12 çíàêà�ó ïàñëÿ êîñêi.

2. Âûëi÷ûöå àäâàðîòíóþ ìàòðûöó i LU -ðàñêëàä ìàòðûöû

A =


1 0 0 0 1
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1

 .

3. Çíàéäçiöå LU -ðàñêëàä ìàòðûöû

A =


1 3 −2 4
1 5 −1 5
1 3 −3 6
−1 −3 3 −8

 .
Âûêàðûñòî�óâàþ÷û ÿãî,

a) âûðàøûöå ñiñòýìû Ax = b1, Ax = b2 i Ax = b3, äçå

b1 =


6

10
7
−1

 , b2 =


8

12
9

−11

 , b3 =


1
4
0
0

 ;

b) âûðàøûöå ñiñòýìû AT y = c1, AT y = c2 i AT y = c3, äçå

c1 =


7

23
−16

33

 , c2 =


2
8
−3

9

 , c3 =


1
0
0
1

 .

4. Çíàéäçiöå ïàðàáàëó y = x0 + tx1 + t2x2, ñóìà àäëåãëàñöåé äà ÿêîé àä
êðîïàê {(ti, yi)} = {(−1, 3), (0, 2), (1, 0), (2, 4), (3, 3)} ìiíiìàëüíà.

5. Íÿõàé m ≥ n > 0, A ∈ Mm,n(R), b ∈ Rm. Äàêàæûöå, øòî êàëi
AT (Ax∗ − b) = 0, òî ‖Ax − b‖ ≥ ‖Ax∗ − b‖ äëÿ �óñiõ x ∈ Rn, ïðû÷ûì
ñòðîãàÿ íÿðî�óíàñöü ìàå ìåñöà, êàëi rank(A) = n. Ïàêàæûöå òàêñàìà,
øòî �ó ãýòûì âûïàäêó ìàòðûöà ATA íÿâûðàäæàíà, äàäàòíà àçíà÷àíà
i x∗ = (ATA)−1AT b.



Ïðèëîæåíèå C

Áiáëiÿòýêà êëàñà�ó

C.1 class CSpMatr

Êëàñ ïðûçíà÷àíû äëÿ âûêàíàííÿ LU iQR-ôàêòàðûçàöûi ðàçðýäæàíàé ìàò-
ðûöû. Êëàñ òàêñàìà ïðàäñòà�óëÿå øýðàã ôóíêöûé äëÿ ðàøýííÿ ÑËÓ, à òà-
êcàìà ëiíåéíàé çàäà÷û àá íàéìåíüøûõ êâàäðàòàõ.

#include <math.h>
#include <string.h>

C.1.1 Ïóáëi÷íûÿ ôóíêöûi êëàñà

Êàíñòðóêòàð i äýñòðóêòàð

Êàíñòðóêòàð CSpMatr
Ïðûçíà÷ýííå: áóäóå CSpMatr àá'åêò äëÿ ïàäìàòðûöû AJI ìàòðûöû A ∈
Mm×n(R) ðîçíûìi ñïîñàáàìi.

CSpMatr::CSpMatr(int m, int n, int NonZeroNum,
double* dpV al, int* ipRow, int* ipCol,
part_type PartType,
int SubM , int SubN ,
int* ipIMap, int* ipJMap,
int PartBufSize);

Ïàðàìåòðû:

m êîëüêàñöü ðàäêî�ó ìàòðûöû.

n êîëüêàñöü ñëóïêî�ó ìàòðûöû.

NonZeroNum êîëüêàñöü íåíóëÿâûõ ýëåìåíòà�ó (íåíóë�å�ó) ìàòðûöû.

dpV al,ipRow,ipCol çàäàþöü ñïiñ íåíóë�å�ó ìàòðûöû, ã. çí. øòî äëÿ 0 ≤ i ≤
NonZeroNum − 1 �ó ðàäêó ipRow[i] i ñëóïêó ipCol[i] çíàõîäçiööà ýëå-
ìåíò dpV al[i].

187



188 Ïðèëîæåíèå C. ÁIáëIÿòýêà êëàñà�ó

PartType óêàçâàå òûï ðàñêëàäó ìàòðûöû. Ìîæà ïðûìàöü àäíî ç äâóõ çíà-
÷ýííÿ�ó: QR öi LU .

SubM êîëüêàñöü ðàäêî�ó ïàäìàòðûöû.

SubN êîëüêàñöü ñëóïêî�ó ïàäìàòðûöû.

ipIMap âûçíà÷àå ðàäêi ïàäìàòðûöû. Êàëi ipIMap[i] = −1, òî ðàäîê i íå
íàëåæûöü ïàäìàòðûöû, iíàêø ðàäîê i áóäçå ipIMap[i]-ì ðàäêîì ïàä-
ìàòðûöû (0 ≤ ipIMap[i] ≤ SubM).

ipJMap âûçíà÷àå ñëóïêi ïàäìàòðûöû. Êàëi ipJMap[j] = −1, òî ñëóïîê j
íå íàëåæûöü ïàäìàòðûöû, iíàêø ñëóïîê j áóäçå ipJMap[j]-ì ñëóïêîì
ïàäìàòðûöû (0 ≤ ipJMap[j] ≤ SubN).

CSpMatr::CSpMatr(CSpMatr& Matr,
part_type PartType,
int SubM , int SubN ,
int* ipIMap, int* ipJMap);

Ïàðàìåòðû:

Matr íîâû àá'åêò iíiöûàëiçóåööà äëÿ òîé æà ìàòðûöû, øòî i àá'åêò Matr.
Áîëüø òàãî, àáîäâà àá'åêòû áóäóöü äçÿëiöü àãóëüíû áóôåð ïàìÿöi äëÿ
âûêàíàííÿ ôàêòàðûçàöûi ïàäìàòðûö.

çíà÷ýííå àñòàòíiõ ïàðàìåòðà�ó òàêîå æ, øòî i �ó ïàïÿðýäíÿãà êàíñòðóêòàðà.

Äýñòðóêòàð CSpMatr
Ïðûçíà÷ýííå: ðàçáóðàå CSpMatr àá'åêò.

CSpMatr::�CSpMatr();

Ôóíêöûi äëÿ ôàêòàðûçàöûi ìàòðûöû

LUFactor
Ïðûçíà÷ýííå: âûëi÷âàå LU -ðàñêëàä ïàäìàòðûöû AJI .

int CSpMatr::LUFactor();

Âÿðòàåìàå çíà÷ýííå: -1, êàëi ç-çà íåäàõîïó ïàìÿöi ïðàöýäóðàQR-ôàêòàðûçàöûi

ñïûíÿåööà, iíàêø âÿðòàåööà çíà÷ýííå 0.

QRDecomp
Ïðûçíà÷ýííå: âûëi÷âàå QR-ðàñêëàä ïàäìàòðûöû AJI .

int CSpMatr::QRDecomp();

Âÿðòàåìàå çíà÷ýííå: -1, êàëi ç-çà íåäàõîïó ïàìÿöi ïðàöýäóðàQR-ôàêòàðûçàöûi

ñïûíÿåööà, iíàêø âÿðòàåööà çíà÷ýííå 0.
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Ôóíêöûi äëÿ ðàøýííÿ ÑËÓ

LUSolve
Ïðûçíà÷ýííå: ðàøàå ÑËÓ AJI x = b, ïðû �óìîâå, øòî AJI � êâàäðàòíàÿ

íÿâûðàäæàíàÿ ìàòðûöà. Ìîæà âûêëiêàööà òîëüêi ïàñëÿ LUFactor.
void CSpMatr::LUSolve(double* b);

Ïàðàìåòðû:

b âåêòàð ïðàâàé ÷àñòêi ïàìåðó SubM .

LUtSolve
Ïðûçíà÷ýííå: ðàøàå ÑËÓ (AJI )Tx = c, ïðû �óìîâå, øòî AJI � êâàäðàòíàÿ

íÿâûðàäæàíàÿ ìàòðûöà. Ìîæà âûêëiêàööà òîëüêi ïàñëÿ LUFactor.
void CSpMatr::LUtSolve(double* b);

Ïàðàìåòðû:

b âåêòàð ïðàâàé ÷àñòêi ïàìåðó SubN .

QRSolve
Ïðûçíà÷ýííå: ðàøàå ÑËÓ AJI x = b ó ñýíñå íàéìåíüøûõ êâàäðàòà�ó, ã. çí.

çàäà÷ó minx∈R|J| ‖AJI x− b‖. Ìîæà âûêëiêàööà òîëüêi ïàñëÿ QRDecomp.
void CSpMatr::QRSolve(double* b);

Ïàðàìåòðû:

b âåêòàð ïðàâàé ÷àñòêi ïàìåðó SubM .

QtQSolve
Ïðûçíà÷ýííå: ðàøàå ÑËÓ QTQx = b, øòî ýêâiâàëåíòíà ðàøýííþ ÑËÓ

(AJI )TAJI x = b. Ìîæà âûêëiêàööà òîëüêi ïàñëÿ QRDecomp ïðû �óìîâå, øòî
ìàòðûöà R íÿâûðàäæàíàÿ.
void CSpMatr::QtQSolve(double* b);

Ïàðàìåòðû:

b âåêòàð ïðàâàé ÷àñòêi ïàìåðó SubN .

QQtSolve
Ïðûçíà÷ýííå: ðàøàå ÑËÓ QQTx = b. Ìîæà âûêëiêàööà òîëüêi ïàñëÿ

QRDecomp ïðû �óìîâå, øòî ìàòðûöà R íÿâûðàäæàíàÿ.
void CSpMatr::QQtSolve(double* b);

Ïàðàìåòðû:
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b âåêòàð ïðàâàé ÷àñòêi ïàìåðó SubN .

PrjOnRankSpace
Ïðûçíà÷ýííå: çíàõîäçiöü pr(R(AJI ), †). Ìîæà âûêëiêàööà òîëüêi ïàñëÿ

QRDecomp ïðû �óìîâå, øòî rankAJI = |J |.
int CSpMatr::PrjOnRankSpace(double* y);

Âÿðòàåìàå çíà÷ýííå: 1, êàëi y ∈ conv_hull(AJI ), iíàêø âÿðòàåööà çíà÷-

ýííå 0.
Ïàðàìåòðû:

y íà �óâàõîäçå âåêòàð ïàìåðó SubN ; íà âûõàäçå pr(R(AJI ), †).

Iíøûÿ ôóíêöûi

IsOK
Ïðûçíà÷ýííå: âÿðòàå iíôàðìàöûþ àá óíóòðàíûì ñòàíå àá'åêòà. Çâû÷àéíà

âûêëiêàåööà ïàñëÿ êàíñòðóêòàðà.
int CSpMatr::IsOK();

Âÿðòàåìàå çíà÷ýííå: 1, êàëi iíiöûÿëiçàöûÿ àá'åêòà ïðàéøëà ïàñïÿõîâà,

i 0 ó àäâàðîòíûì âûïàäêó.
GetRank

Ïðûçíà÷ýííå: âÿðòàå ðàíê ìàòðûöû AJI . Çâû÷àéíà âûêëiêàåööà ïàñëÿ

LUFactor öi QRDecomp.
int CSpMatr::GetRank();

Âÿðòàåìàå çíà÷ýííå: rankAJI .

Reuse

Ïðûçíà÷ýííå: iíiöûàëiçóå êëàñ íîâàé ïàäìàòðûöàé.

void CSpMatr::Reuse(part_type PartType,
int SubM , int SubN , int* ipIMap, int* ipJMap);

Ïàðàìåòðû: ñóïàäàþöü ç àäíàiìåííûìi ïàðàìåòðàìi êàíñòðóêòàðà.

C.1.2 Ïðûêëàä âûêàðûñòàííÿ

Ïðàãðàìà íà ìàë. C.1 ïàêàçâàå, ÿê ç äàïàìîãàé ôóíêöûé êëàñà CSpMatr
âûëi÷ûöü ïðàåêöûþ âåêòàðà c ∈ Rn íà íóëüïðàñòîðó N (A) ìàòðûöû A ∈
Mm×n(R) ïî�óíàãà ðàäêîâàãà ðàíãà (rankA = m).
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#include <iostream.h>
#include <string.h>
#include "CSpMatr.h"
const int n = 5, m = 3, NonZeroNum = 11;

double V al[] = {−4, 3,−2, 3, 3,−4, 1, 1, 1,−1,−1};

int Row[] = {0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2};
int Col[] = {1, 2, 3, 4, 0, 2, 4, 0, 1, 3, 4};
double c[] = {1, 2, 1, 2, 1};
double y[n];
int ipIMap[] = {0, 1, 2};
int ipJMap[] = {0, 1, 2, 3, 4};
void main()

{

CSpMatr B(n,m,NonZeroNum, V al, Col, Row,QR,
45, n,m, ipJMap, ipIMap);

if (!B.IsOK()) {
cerr << "Ïàìûëêà iíiöûÿëiçàöûi CSpMatr àá'åêòà\n";
return;

}
// pr(c,N (A)) = c − pr(c,R(A))

memcpy(y,c,n∗sizeof(double));
if (!B.QRDecomp()) {

cerr << "Ïàìûëêà ôàêòàðûçàöûi ìàòðûöû\n";
return;

}
(void) B.PrjOnRankSpace(y);

// compute c− y
for (register int j = 0; j < NonZeroNum; j++)

y[j] = c[j]− y[j];
// äðóêóåì àäêàç

cout << "\n Pr(c,N (A)): (";
for (j = 0; j < n− 1; j++)

cout << y[j] << ";
cout << y[n− 1] << ")\n";

}

Ðèñ. C.1: Ôàéë MatrTest.cpp
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C.2 class CLP

Ãýòû êëàñ ïðûçíà÷àíû äëÿ ðàøýííÿ çàäà÷ ËÏ i ÖËÏ. Êàíñòðóêòàðû êëà-
ñà äàçâàëÿþöü âûêàðûñòî�óâàöü ðîçíûÿ ñïîñàáû äëÿ ÿãî iíiöûÿëiçàöûi. Âû
ìîæàöå íàïiñàöü ñâàþ ïðàöýäóðó, ÿêàÿ ïàäðûõòóå íåàáõîäíûÿ ìàñiâû ç äàä-
çåíûìi àá çàäà÷û i ïàáóäàâàöü àá'åêò, âûêëiêà�óøû àäïàâåäíû êàíñòðóêòàð,
ïàðàìåòðàìi ÿêîãà ç'ÿ�óëÿþööà �óêàçàëüíiêi íà ãýòûÿ ìàñiâû. Òàêi ñïîñàá
çðó÷íû, íàïðûêëàä, ïðû ðàøýííi êàìáiíàòîðíûõ çàäà÷. Ïðàñöåéøû ñïîñàá
iíiöûÿëiçàöûi àá'åêòà êëàñà CLP � ãýòà âûêëiêàöü êàíñòðóêòàð, àäíûì ç
ïàðàìåòðà�ó ÿêîãà ç'ÿ�óëÿåööà iìÿ òýêñòàâàãà ôàéëà, ó ÿêiì ïðàäñòà�óëåíû
äàäçåíûÿ àá çàäà÷û ËÏ íàñòóïíàãà àãóëüíàãà âûãëÿäó:

min{cTx : b1 ≤ Ax ≤ b2 , d1 ≤ x ≤ d2}.

Ñòðóêòóðó òàêîãà ôàéëà ëåïø çà �óñ�å ðàçãëÿäçåöü íà ïðûêëàäçå. Íÿõàé ìû
ìàåì çàäà÷ó ËÏ

x1 + 8x2 + 5x3 + 6x4 → max
2 ≤ x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 ≤ 7,
0 ≤ 2x1 + 3x2 ≤ 6,
0 ≤ 5x1 + x2 ≤ 5,

12 ≤ 3x3 + 4x4 ≤ 20,
0 ≤ x1 ≤ 4,
0 ≤ x2 ≤ 2,
0 ≤ x3 ≤ 4,
0 ≤ x4 ≤ 3

Ôàéë äàäçåíûõ äëÿ ãýòàé çàäà÷û ËÏ íàñòóïíû:

4 4 10
-1 -8 -5 -6
1 1 1 4 1 2 5 1 3 2 1 4
2 2 1 3 2 2
5 3 1 1 3 2
3 4 3 4 4 4
2 0 0 12
7 6 5 20
0 0 0 0
4 2 4 3

Òðû ëi÷áû �ó ïåðøûì ðàäêó çàäàþöü, àäïàâåäíà, êîëüêàñöü äâóõáàêîâûõ
àáìåæàâàííÿ�ó (áåç óëiêó àáìåæàâàííÿ�ó íà çìåííûÿ), êîëüêàñöü çìåííûõ i
êîëüêàñöü íåíóëÿâûõ ýëåìåíòà�ó ó ìàòðûöû àáìåæàâàííÿ�ó. Ïàñëÿ iõ çàäàþööà
êàìïàíåíòû âåêòàðà c. Äàëåé iäóöü òðîéêi ëiêà�ó (�ó ëþáûì ïàðàäêó), ÿêiÿ
ïðàäñòà�óëÿþöü íåíóëÿâûÿ ýëåìåíòû ìàòðûöû àáìåæàâàííÿ�ó: ñïà÷àòêó iäçå
çíà÷ýííå ýëåìåíòà, ïîòûì ðàäîê i ñëóïîê, ó ÿêiõ �åí çíàõîäçiööà. Ïàñëÿ
íåíóëÿâûõ ýëåìåíòà�ó iäóöü, àäïàâåäíà, âåêòàðû b1, b2, d1 i d2.
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C.2.1 Ïóáëi÷íûÿ ôóíêöûi êëàñà

Êàíñòðóêòàð i äýñòðóêòàð

Êàíñòðóêòàð CLP
Ïðûçíà÷ýííå: áóäóå CLP àá'åêò ðîçíûìi ñïîñàáàìi.

CLP::CLP(method Method, char* cpName, double eps = 0);

Ïàðàìåòðû:

Method ïðûìàå íàñòóïíûÿ çíà÷ýííi:

• simplex, êàëi ïàäðàçóìåâàåööà ðàøàöü çàäà÷ó ËÏ ïðàìûì öi äâîéíûì
ñiìïëåêñ-ìåòàäàì.

• barrier, êàëi ïàäðàçóìåâàåööà ðàøàöü çàäà÷ó ËÏ ìåòàäàì áàð'åðà�ó.

• projected, êàëi ïàäðàçóìåâàåööà ðàøàöü çàäà÷ó ËÏ ïðàåêòû�óíûì
ìåòàäàì.

• branch_bound, êàëi ïàäðàçóìåâàåööà ðàøàöü çàäà÷ó ÖËÏ ìåòàäàì
ãàëií i ìåæà�ó.

• cutting, êàëi ïàäðàçóìåâàåööà ðàøàöü çàäà÷ó ÖËÏ ìåòàäàì àäñÿ÷ýííÿ�ó.

cpName iìÿ ôàéëà (áåç ïàøûðýííÿ) çàäà÷û ËÏ ó ôàðìàöå, àïiñàííûì
âûøýé.

eps äàêëàäíàñöü, ç ÿêîé òðýáà ðàøàöü çàäà÷ó (àáàâÿçêîâû ïàðàìåòð òîëüêi
äëÿ ìåòàäà áàð'åðà�ó).

Äýñòðóêòàð CLP
Ïðûçíà÷ýííå: ðàçáóðàå CLP àá'åêò.

CLP:: CLP();

Ìåòàäû ðàøýííÿ çàäà÷ ËÏ i ÖËÏ

DualSimplex
Ïðûçíà÷ýííå: Ðàøàå çàäà÷ó ËÏ äâîéíûì ñiìïëåêñ-ìåòàäàì.

int CLP::DualSimplex(int BuffSize = 30);

Ïàðàìåòðû:

BuffSize ïàìåð áóôåðà äëÿ LU�ôàêòàðûçàöûi ìàòðûöû àáìåæàâàííÿ�ó.
Çàäàåööà �ó ïðàöýíòàõ àä ïàìåðó ïî�óíàé ìàòðûöû.

Barrier
Ïðûçíà÷ýííå: Ðàøàå çàäà÷ó ËÏ ìåòàäàì áàð'åðà�ó.

int CLP::Barrier(double alpha = 0.0, int BuffSize = 30);

Ïàðàìåòðû:
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#include <iostream.h>
#include "CLP.h"
int main()

{

char Name[50];
cout << "Enter problem name: ";
cin >> Name;
CLP LP (barrier,Name, 0.01);
if (LP.Barrier(1.0, 75)) return 1;
LP.PrintSolution();
return 0;

}

Ðèñ. C.2: Ôàéë Barrier.cpp

alpha ïàðàìåòð ìåòàäà áàð'åðà�ó. Êàëi alpha < 1, òî ìåòàä óñòàíà�óëiâàå
alpha = 1+ 1

9
√
m
, äçåm �åñöü êîëüêàñöü ðàäêî�ó ìàòðûöû àáìåæàâàííÿ�ó.

Ðýêàìåíäóåìûÿ çíà÷ýííi 1.01 ≤ gamma ≤ 1.5.

BuffSize ïàìåð áóôåðà äëÿ QR-ôàêòàðûçàöûi ìàòðûöû àáìåæàâàííÿ�ó.
Çàäàåööà �ó ïðàöýíòàõ àä ïàìåðó ïî�óíàé ìàòðûöû.

Iíøûÿ ôóíêöûi

IsOK
Ïðûçíà÷ýííå: âÿðòàå iíôàðìàöûþ àá óíóòðàíûì ñòàíå àá'åêòà. Çâû÷àéíà

âûêëiêàåööà ïàñëÿ êàíñòðóêòàðà.
int IsOK();

Âÿðòàåìàå çíà÷ýííå: 1, êàëi iíiöûÿëiçàöûÿ àá'åêòà ïðàéøëà ïàñïÿõîâà,

i 0 ó àäâàðîòíûì âûïàäêó.

C.2.2 Ïðûêëàä âûêàðûñòàííÿ

Ïðàãðàìà, ÿêàÿ ïðàäñòà�óëåíà íà ìàë. C.2, ðàøàå çàäà÷ó ËÏ ìåòàäàì áàð'åðà�ó
i äðóêóå àïòûìàëüíàå ðàøýííå.

C.3 class CMultMatr

Íÿõàé B ∈ Mn×n(R) íÿâûðàäæàíàÿ ìàòðûöà, à ìàòðûöà B àòðûìàíà ç B
çàìåíàé ðàäêà s1 íà âåêòàð-ðàäîê a1 ∈ Rn. Òàäû (ãë. ïàðàãðàô Ó.2.1)

B
−1

= B−1I(s1, u
1)−1,



C.3. CLASS CMULTMATR 195

äçå u1 = a1B−1. Êàëi B̂ àòðûìàíà ç B çàìåíàé ðàäêà s2 íà âåêòàð-ðàäîê
a2, òî

B̂−1 = B
−1
I(s2, u

2)−1 = B−1I(s1, u
1)−1I(s2, u

2)−1

äëÿ u2 = a2B−1I(s1, u
1)−1. Íÿõàé, öÿïåð, ìàòðûöà A àòðûìàíà ïàñëÿ k

çàìÿø÷ýííÿ�ó ðàäêî�ó ìàòðûöû B. Âiäàâî÷íà, øòî

A−1 = B−1I(s1, u
1)−1 · . . . · I(sk, uk)−1.

Êàëi B = I,
A−1 = I(s1, u

1)−1 · . . . · I(sk, uk)−1.

Ãýòà ïðàäñòà�óëåííå ìàòðûöû A−1 íàçûâàåööà ìóëüòûïëiêàòû�óíàé ôîð-
ìàé àäâàðîòíàé ìàòðûöû, à ñêëàäàþ÷ûÿ ÿãî ýëåìåíòàðíûÿ ìàòðûöû íàçûâàþööà
ìóëüòûïëiêàòàðàìi. Çàçíà÷ûì, øòî ìóëüòûïëiêàòàð I(s, u) ìîæíà çàõî�óâàöü
ÿê ïàðó (s, u), ïðû÷ûì, âåêòàð u ìîæíà çàõî�óâàöü âà �óïàêîâàííûì ôàðìàöå
(òîëüêi íåíóëÿâûÿ ýëåìåíòû).

Êëàñ CMultMatr ïðûçíà÷àíû äëÿ ïðàäñòà�óëåííÿ ìóëüòûïëiêàòû�óíàé
ôîðìû àäâàðîòíàé ìàòðûöû. Êëàñ ïðûìÿíÿåööà ðàçàì ç LU -ðàñêëàäàì íà
iòýðàöûÿõ ïðàìîãà i äâîéíàãà ñiìïëåêñ-ìåòàäà�ó, êàëi êîæíàÿ q-ÿ iòýðàöûÿ
(q ôiêñàâàíû ëiê, íàïðûêëàä, q = 10) âûêîíâàåööà øëÿõàì âûëi÷ýííÿ
LU -ðàñêëàäó, à �óñå ïàïÿðýäíiÿ q − 1 iòýðàöûi âûêîíâàþööà äàáà�óëåííåì
ìóëüòûïëiêàòàðà�ó.

C.3.1 Ïóáëi÷íûÿ ôóíêöûi êëàñà

Êàíñòðóêòàð i äýñòðóêòàð

Êàíñòðóêòàð CMultMatr
Ïðûçíà÷ýííå: iíiöûàëiçóå àá'åêò òûïó CMultMatr.

CMultMatr::CMultMatr(int n, intMaxMultNum, double Zero, int PoolSize =

0);
Ïàðàìåòðû:

n ïàìåð ìàòðûöû.

MaxMultNum ìàêñiìàëüíàÿ êîëüêàñöü ìóëüòûïëiêàòàðà�ó.

Zero ýëåìåíòû ìóëüòûïëiêàòàðà, ìåíüøûÿ çà Zero ïà àáñëþòíàé âåëi÷ûíi
ëi÷àööà ðî�óíûìi íóëþ i ïðû �óïàêî�óöû ìóëüòûïëiêàòàðà iãíàðóþööà.

PoolSize ïàìåð áóôåðà äëÿ çàõî�óâàííÿ ìóëüòûïëiêàòàðà�ó. Ñòàíäàðòíàå
çíà÷ýííå 0 àçíà÷àå, øòî ïàìåð áóôåðà áóäçå âûáðàíû ïðû iíiöûÿ-
ëiçàöûi àá'åêòà.

Äýñòðóêòàð CMultMatr

Ïðûçíà÷ýííå: âûñâàáàäæàå ïàìÿöü, çàíÿòóþ àá'åêòàì òûïó CMultMatr.

CMultMatr:: CMultMatr();
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Àñíî�óíûÿ ôóíêöûi

Solve
Ïðûçíà÷ýííå: ðàøàå ÑËÓ Ax = b.

void CMultMatr::Solve(double* b);

Ïàðàìåòðû:

b âåêòàð ïðàâàé ÷àñòêi.

SolveTr

Ïðûçíà÷ýííå: ðàøàå ÑËÓ ATx = b.

void CMultMatr::SolveTr(double* b);

Ïàðàìåòðû:

b âåêòàð ïðàâàé ÷àñòêi.

AddRow

Ïðûçíà÷ýííå: äàáà�óëÿå íîâû ìóëüòûïëiêàòàð.

int CMultMatr::AddRow(int s, double* U);

Ïàðàìåòðû: äàáà�óëÿå âåêòàð-ðàäîê U çàìåñò ðàäêà s.

Iíøûÿ ôóíêöûi

Clear
Ïðûçíà÷ýííå: ðûõòóå àá'åêò äà ïà÷àòêó íîâàãà ïðàöýñà ôàêòàðûçàöûi.

void CMultMatr::Clear();
ChangePoolSize

Ïðûçíà÷ýííå: óñòàíà�óëiâàå íîâû ïàìåð óíóòðàíàãà áóôåðà.

int CMultMatr::ChangePoolSize(int NewSize);

Ïàðàìåòðû:

NewSize íîâû ïàìåð áóôåðà �ó áàéòàõ.
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C.3.2 Ïðûêëàä âûêàðûñòàííÿ

Ïðàãðàìà íà ìàë. C.3 ðàøàå ÑËÓ Ax = b. Ïàñëÿ iíiöûÿëiçàöû àá'åêòà
Matr òûïó CMultMatr çíàõîäçiì ìóëüòûïëiêàòû�óíóþ ôîðìó àäâàðîòíàé
ìàòðûöû, âûêëiêàþ÷û ôóíêöûþ AddRow äëÿ êîæíàãà ðàäêà ìàòðûöû.
Ïîòûì ôóíêöûÿ Solve çíàõîäçiöü ðàøýííå ÑËÓ.

Çà�óâàãà C.3.1 Ïðàãðàìó íà ìàë. C.3 òðýáà ðàçãëÿäàöü âûêëþ÷íà ÿê äý-
ìàíñòðàöûþ ìàã÷ûìàñöåé êëàñà CMultMatr. ßå ìîæíà ïðûìÿíÿöü äëÿ
ðàøýííÿ ÑËÓ Ax = b òîëüêi �ó òûì âûïàäêó, êàëi íÿâûðàäæàíû �óñå ìàò-
ðûöû, ÿêiÿ àòðûìëiâàþööà àá'ÿäíàííåì ïåðøûõ k ðàäêî�ó ìàòðûöû A i
àïîøíiõ n− k ðàäêî�ó àäçiíêàâàé ìàòðûöû I (k = 1, . . . , n).
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#include <iostream.h>
#include <string.h>
#include "MultMatr.h"
const int n = 4;

double b[] = {0, 1, 0, 2};

double A[n][n] = {
{1,2,0,5},
{2,5,1,0},
{6,1,0,2},
{0,3,2,3}

};

void main()
{

CMultMatr Matr(n, n, 0.001, n ∗ n);
if (!Matr.IsOK()) return 1;
Matr.AddRow(0, A[0]);
Matr.AddRow(1, A[1]);
Matr.AddRow(2, A[2]);
Matr.AddRow(3, A[3]);

// solve Ax = b
Matr.Solve(b);

// print solution
cout << "Solution: (";
for (register int i = 0; i < n− 1; i+ +)

cout << b[i] << ";
cout << b[n− 1] << ")\ n";

}

Ðèñ. C.3: Ôàéë TestMult.cpp



Ñïic àáàçíà÷ýííÿ�ó

R ïîëå ñàïðà�óäíûõ ëiêà�ó.

Q ïîëå ðàöûÿíàëüíûõ ëiêà�ó.

Z êîëüöà öýëûõ ëiêà�ó

N ìíîñòâà íàòóðàëüíûõ ëiêà�ó

X ± Y ìíîñòâà {x± y : x ∈ X, y ∈ Y }

X × Y ïðàìû çäàáûòàê ìíîñòâà�ó X i Y : X × Y def= {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }

Xn ìíîñòâà {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ X, i = 1, . . . , n}

Rn ñàïðà�óäíàÿ n-ìåðíàÿ âåêòàðíàÿ ïðàñòîðà

Qn ðàöûÿíàëüíàÿ n-ìåðíàÿ âåêòàðíàÿ ïðàñòîðà

Zn n-ìåðíûÿ öýëàëiêàâûÿ êðàòû

Rn
+ ìíîñòâà {x ∈ Rn : x ≥ 0}

Qn
+ ìíîñòâà {x ∈ Qn : x ≥ 0}

Zn+ ìíîñòâà {x ∈ Zn : x ≥ 0}

Rn
++ ìíîñòâà {x ∈ Rn : x > 0}

Qn
++ ìíîñòâà {x ∈ Qn : x > 0}

Zn++ ìíîñòâà {x ∈ Zn : x > 0}

Nn ìíîñòâà {1,2,. . . ,n}

Ck ìíîñòâà ôóíêöûé íà Rn, ÿêiÿ k ðàç íåïàðû�óíà äûôôåðýíöàâàëüíûÿ

SSC ìíîñòâà ñòðîãà ñàìà�óçãîäíåíûõ ôóíêöûé

SSC(K) ìíîñòâà ñàìà�óçãîäíåíûõ áàð'åðà�ó ç ïàðàìåòðàì K

BN(K) ìíîñòâà K-íàðìàëüíûõ áàð'åðà�ó
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Σn (n− 1)-ìåðíû ñiìïëåêñ

lin_hull(X) ëiíåéíàÿ àáàëîíêà ìíîñòâà âåêòàðà�ó X ⊆ Rn

aff_hull(X) àôiííàÿ àáàëîíêà ìíîñòâà âåêòàðà�ó X ⊆ Rn

conv_hull(X) âûïóêëàÿ àáàëîíêà ìíîñòâà âåêòàðà�ó X ⊆ Rn

L⊥ àðòàãàíàëüíà äàäàòêîâàÿ ëiíåéíàÿ ïàäïðàñòîðà äà ëiíåéíàé ïàäïðàñòîðû
L

Mm,n(F ) ìíîñòâà m × n-ìàòðûö ç ýëåìåíòàìi ç F (çâû÷àéíà F �åñöü R, Q
öi Z)

SMn ëiíåéíàÿ ïàäïðàñòîðà ñiìåòðû÷íûõ ìàòðûö ç Mn,n(R)

SMn
+ êîíóñ íåàäìî�óíà àçíà÷àíûõ ìàòðûö ç SMn

SMn
++ êîíóñ äàäàòíà àçíà÷àíûõ ìàòðûö ç SMn

UMn
+ êîíóñ âåðõíiõ òðîõâóãîëüíiêà�ó íåàäìî�óíà àçíà÷àíûõ ìàòðûö ïàìåðó
n

I àäçiíêàâàÿ ìàòðûöà

diag(a1, . . . , an) êâàäðàòíàÿ äûÿãàíàëüíàÿ ìàòðûöà, íà ãàëî�óíàé äûÿãàíàëi
ÿêîé ñòàÿöü ëiêi a1, . . . , an

diag(a) êâàäðàòíàÿ äûÿãàíàëüíàÿ ìàòðûöà, íà ãàëî�óíàé äûÿãàíàëi ÿêîé
ñòàÿöü êààðäûíàòû a1, . . . , an âåêòàðà a ∈ Rn

0 íóëÿâû ñêàëÿð, íóëÿâû âåêòàð, íóëÿâàÿ ìàòðûöà

ei i-òû àäçiíêàâû îðò (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 1) ç àäçiíêàé íà i-ì ìåñöû

e âåêòàð (1, 1, . . . , 1)

AT ìàòðûöà, òðàíñïàíàâàíàÿ äà ìàòðûöû A ∈Mm,n(F)

A−1 àäâàðîòíàÿ äà íÿâûðàäæàíàé ìàòðûöû A ∈Mn,n(F)

A
1
2 êâàäðàòíû êîðàíü ìàòðûöû A ∈ SMn

+

A−
1
2 ìàòðûöà (A

1
2 )−1 = (A−1)

1
2

detA äýòýðìiíàíò ìàòðûöû A ∈Mn,n(F)

AJI ïàäìàòðûöà ìàòðûöûA ∈Mm,n(F), óòâîðàíàÿ ýëåìåíòàìi, ÿêiÿ ëÿæàöü
ó ðàäêàõ ç ìíîñòâà I i ñëóïêàõ ç ìíîñòâà J

rankA ðàíã ìàòðûöû A ∈Mm,n(F )

‖ · ‖1 l1-íîðìà íà Rn; ìàêñiìàëüíàÿ ñëóïêîâàÿ íîðìà íà Mm,n(R)
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‖ · ‖ , ‖ · ‖2 l2-íîðìà (ÿ�óêëiäàâà íîðìà) íàRn; ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà íàMm,n(R)

‖ · ‖∞ l∞-íîðìà íà Rn; ìàêñiìàëüíàÿ ðàäêîâàÿ íîðìà íà Mm,n(R)

‖ · ‖D íîðìà (ïà�óíîðìà) àçíà÷àíà äëÿ äàäàòíà (íåàäìî�óíà) àçíà÷àíàé ìàòðûöû
D ∈Mn,n(R) ïà ïðàâiëó ‖x‖D =

√
xTDx

R(A) ëiíåéíàÿ ïðàñòîðà çíà÷ýííÿ�ó ìàòðûöû A ∈Mm,n(R)

N (A) íóëü ïðàñòîðà ìàòðûöû A ∈Mm,n(R)

PL ìàòðûöà ïðàåêòàâàííÿ íà ëiíåéíóþ ïàäïðàñòîðó L ⊆ R\

χX õàðàêòàðûñòû÷íàÿ ôóíêöûÿ (âåêòàð) ïàäìíîñòâà X êîíöàãà ìíîñòâà
S: χX(i) = 1 (χXi = 1), êàëi i ∈ X; χX(i) = 0 (χXi = 0), êàëi i ∈ S \X

H(a, b) ãiïåðïëîñêàñöü {x ∈ Rn : ax = b}

H≤(a, b) ïà�óïðàñòîðà {x ∈ Rn : ax ≤ b}

P≤(A, b) ïàëiýäð {x ∈ Rn : Ax ≤ b}

P<(A, b) ìíîñòâà {x ∈ Rn : Ax < b}

vert P ìíîñòâà âÿðøûíü ïàëiýäðà P

ell(t,D, r) ýëiïñîiä {x ∈ Rn : ‖x− t‖D ≤ r}

ell(t,D) ýëiïñîiä ell(t,D, 1)

B(t, r) øàð ðàäûóñà r ç öýíòðàì t

Bn øàð B(0, 1)

[x, y] ìíîñòâà {z ∈ Rn : z = αx+ (1− α)y , 0 ≤ α ≤ 1}

[a, b]≤ ìíîñòâà {x ∈ Rn : a ≤ x ≤ b}

int X óíóòðàíàñöü ìíîñòâà X ⊆ Rn

rint X àäíîñíàÿ �óíóòðàíàñöü ìíîñòâà X ⊂ Rn

clX çàìûêàííå ìíîñòâà X ⊆ Rn

bdX ãðàíiöà ìíîñòâà X ⊂ Rn

pr(x,X) ïðàåêöûÿ êðîïêi x ∈ Rn íà ìíîñòâà X ⊆ Rn

sym(x,X) ñiìåòðûÿ âûïóêëàãà ìíîñòâà X ⊆ Rn âàêîë êðîïêi x ∈ int X

dom f ýôåêòû�óíû àáñÿã ôóíêöûi f

∂f(x) ñóáäûôåðýíöûÿë âûïóêëàé ôóíêöûi f

epi f íàäãðàôiê ôóíêöûi f
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f ′(x) âûòâîðíàÿ, ãðàäûåíò ôóíêöûi f

f ′′(x) äðóãàÿ âûòâîðíàÿ, ìàòðûöà äðóãiõ âûòâîðíûõ (Ãåññå) ôóíêöûi f

∂f(x)/∂p âûòâîðíàé ïà íàïðàìêó p ôóíêöûi f ó êðîïöû x

PrX iìàâåðíàñöü ïàäçåi X

G = (V,E) ãðàô ç ìíîñòâàì âÿðøûíü V i ìíîñòâàì ðýáðà�ó (äóã) E

G(S) ïàäãðàô ãðàôà G, ïàðîäæàíû ìíîñòâàì âÿðøûíü S

ln a íàòóðàëüíû ëàãàðûôì loge a

log a äâàéêîâû ëàãàðûôì log2 a

expx ýêñïàíåíòà ex

f(n) = O(g(n)), êàëi iñíóå òàêàÿ êàíñòàíòà c > 0, øòî f(n) ≤ cg(n) äëÿ
äàñòàòêîâà âÿëiêiõ n

f(n) = Ω(g(n)), êàëi iñíóå òàêàÿ êàíñòàíòà c > 0, øòî f(n) ≥ cg(n) äëÿ
äàñòàòêîâà âÿëiêiõ n

≥C "x ≥C y"àçíà÷àå, øòî x− y ∈ C

>C "x >C y"àçíà÷àå, øòî x− y ∈ int C
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